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Ruch drgający

Drgania inaczej oscylacje to pewne procesy, które powtarzają się w czasie. 

Rozróżnić można drgania mechaniczne (np.: ruch wahadeł, drgania strun, zmiany ciśnienia 
powietrza), drgania elektromagnetyczne, drgania elektromechaniczne (np.: drgania membrany 

głośnika) i inne.

Drgania swobodne zwane inaczej drganiami własnymi to drgania ciała wywołane wychyleniem z 
położenia równowagi trwałej, kiedy na układ drgający nie działają żadne zmienne w czasie 

oddziaływania zewnętrzne.

Drgania wymuszone powstają w układzie na skutek zmiennego w czasie oddziaływania 
zewnętrznego.



Ruch drgający okresowy
Jeżeli wartości wszystkich wielkości fizycznych 
zmieniających się w czasie drgań i opisujących 

układ drgający, powtarzają się w równych 
odstępach czasu, to drgania układu nazywamy 

drganiami okresowymi, których przykład 
stanowią drgania harmoniczne.

Okres drgań 𝑻 to czas w którym układ drgający 
wykonuje jedno pełne drganie.

Częstotliwość drgań okresowych 𝒇 to liczba 
pełnych drgań wykonanych w jednostce czasu.

Drgania okresowe drgającej wielkości 𝒙, 
występują wtedy, gdy spełniony jest warunek:

𝒙 𝒕 + 𝑻 = 𝒙(𝒕)



Drgania harmoniczne proste

Ciało wykonuje ruch harmoniczny wokół 
położenia równowagi  𝑥 = 0.

Ruch rzutu punktu poruszającego się po okręgu 
ruchem jednostajnym na oś 𝑥 (średnicę) 

nazywamy ruchem harmonicznym prostym.

Punkt materialny porusza się zgodnie z 
prawem:

𝒙 = 𝑨𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒕 + 𝝋

A − amplituda drgania (maksymalne wychylenie) 𝑚

𝜔 − częstość kołowa drgania

𝜔𝑡 + 𝜑 − faza drgania

𝜑 − faza początkowa drgania

𝐴

𝐴−𝐴 𝜑

𝑥

𝑥



Drgania harmoniczne proste - przykład

https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkół-wyższych-tom-1/pages/15-1-ruch-harmoniczny

https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkół-wyższych-tom-1/pages/15-1-ruch-harmoniczny


Drgania harmoniczne proste
𝑥 𝑡 = 𝐴1 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 + 𝐴2 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡

lub

𝒙 𝒕 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒕 + 𝝋 =

= 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝐴1 = −𝐴𝑠𝑖𝑛 𝜑 , 𝐴2 = 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝐴1
2 + 𝐴2

2 = 𝐴

𝐴1

𝐴2
= −𝑡𝑔 𝜑 = 𝑡𝑔 −𝜑

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 −
𝐴1

𝐴2



Drgania harmoniczne proste
Pierwsza i druga pochodna drgającej w sposób 

harmoniczny wielkości 𝑥 wykonują również drgania 
harmoniczne z częstością kołową 𝜔:

𝜔 =
2𝜋

𝑇

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 0

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= −𝑨𝝎𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕 + 𝝋 = 𝑨𝝎𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒕 + 𝝋 +

𝝅

𝟐

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= −𝑨𝝎𝟐𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕 + 𝝋)

Równanie różniczkowe drgań harmonicznych:

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐 + 𝝎𝟐x = 0

Rozwiązanie ogólne tego równania ma postać:

𝑥 𝑡 = 𝐴1 sin 𝜔𝑡 + 𝐴2 cos 𝜔𝑡

𝐴1 =
𝑣0

𝜔
, 𝐴2 = 𝑥0

𝑣(𝑡 = 0) ≡ 𝑣0, 𝑥(𝑡 = 0) ≡ 𝑥0



Drgania harmoniczne proste
Okresem 𝑻 ruchu harmonicznego prostego 

nazywamy czas, po upływie którego ciało wróci 
do położenia początkowego:

𝜔 𝑡 + 𝑇 + 𝜑 = 𝜔𝑡 + 𝜑 + 2𝜋

𝑻 =
𝟐𝝅

𝝎
𝒔

Częstotliwość 𝝂 ruchu harmonicznego 
prostego to liczba okresów w jednostce czasu:

𝐟 =
𝟏

𝑻
𝑯𝒛

𝑡

𝐴

−𝐴

𝑥

𝜑 =
𝜋

2

0

𝑇 =
2𝜋

𝜔

𝑇

4

𝑇

2

𝒙 = 𝑨𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒕 + 𝝋



Mechaniczne drgania harmoniczne
𝒙 = 𝑨𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕

Prędkość chwilowa:

𝒗𝒙 =
𝒅𝒙

𝒅𝒕
= −𝑨𝝎𝒔𝒊𝒏𝝋 = 𝑨𝝎𝒄𝒐𝒔 𝝋 +

𝝅

𝟐

Przyspieszenie chwilowe:

𝒂𝒙 =
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= −𝑨𝝎𝟐𝒄𝒐𝒔𝝋

Siła wywołująca ruch harmoniczny punktu o 
masie m w kierunku x:

𝑭 = −𝒎𝝎𝟐𝒙Ԧ𝒊

Masa zawieszona na sprężynie: 𝑭𝒔 = −𝒌𝒙

𝑥0
𝑥

Ԧ𝐹𝑠Ԧ𝐹𝑠

𝑚

𝑚Ԧ𝐹𝑔

Ԧ𝐹𝑔



Układy sprężyn
Równoległe połączenie sprężyn

𝑥

Ԧ𝐹1
Ԧ𝐹2

Ԧ𝐹 = Ԧ𝐹1+ Ԧ𝐹2

𝐹1 = 𝑘1x 𝐹2 = 𝑘2𝑥

𝒌 = 𝒌𝟏 + 𝒌𝟐

Szeregowe połączenie sprężyn

𝑥 =
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

𝐹 = 𝑘𝑥 = 𝑘1𝑥1 = 𝑘2𝑥2 = 𝑘3𝑥3

𝟏

𝒌
=

𝟏

𝒌𝟏
+

𝟏

𝒌𝟐
+

𝟏

𝒌𝟑

Ԧ𝐹

Ԧ𝐹

Ԧ𝐹



Energia w ruchu harmonicznym prostym
Energia kinetyczna 𝐸𝑘:

𝐸𝑘 =
𝑚𝑣2

2
=

𝑚

2
−𝐴𝜔𝑠𝑖𝑛𝜑 2 =

1

2
𝑚𝐴2𝜔2𝑠𝑖𝑛2𝜑

Energia potencjalna 𝐸𝑝:

𝐸𝑝 =
𝑘𝑥2

2
=

𝑘

2
𝐴𝑐𝑜𝑠𝜑 2 =

1

2
𝑚𝐴2𝜔2𝑐𝑜𝑠2𝜑

Energia całkowita: 𝐸 =
1

2
𝑚𝜔2𝐴2

Oscylator harmoniczny jest układem 
zachowawczym!

Energia potencjalna i energia kinetyczna zmieniają się 
periodycznie od wartości 0 do 

1

2
𝑚𝐴2𝜔2 . Oscylują 

harmonicznie z częstością kołową 2𝜔 i amplitudą 
1

4
𝑚𝜔2𝐴2. 

Okres zmian 𝐸𝑘 i 𝐸𝑝 jest dwa razy mniejszy niż okres 
drgań!

𝐸𝑘 , 𝐸𝑝, 𝐸

1 2
𝑚

𝜔
2

𝐴
2

𝑡0 𝑇

4

𝑇

2

3𝑇

4

𝑇 5𝑇

4

3𝑇

2



Mechaniczne drgania harmoniczne: 
wahadło matematyczne

Ruch wahadłowy dla małych wychyleń (kilka 
stopni) jest ruchem harmonicznym prostym!

Dla małych wychyleń tor AOB jest uważany za 
prostoliniowy:

Ԧ𝑔 = Ԧ𝑔𝑥 + Ԧ𝑔𝑙

ሷ𝑥 = −𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 ≈ −𝑔𝛼 = −𝑔
𝑥

𝑙

𝒙 = 𝑨𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒕 + 𝝋

𝜔2 =
𝑔

𝑙
=

2𝜋

𝑇

2
𝑇 = 2𝜋

𝑙

𝑔

l

0

AB

Ԧ𝑔

𝛼

𝛼
𝛼

Ԧ𝑔𝑥

Ԧ𝑔𝑙

A0B

𝑥

ሷ𝑥 = −
𝑔

𝑙
𝑥



Wahadło matematyczne

𝑇 = 2𝜋
𝑙

𝑔

Okres drgań wahadła matematycznego nie 
zależy od jego masy!

Okres drgań wahadła matematycznego nie 
zależy od amplitudy wahań!

𝑎𝑡 = 𝑙𝜀 = 𝑙
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2 = −𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼

dla małych amplitud:

𝑙
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2 = −𝑔𝛼

𝜶 = 𝜶𝟎𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒕 + 𝝋 ,    𝑨 = 𝜶𝟎𝒍

ሷ𝜶 = −
𝒈

𝒍
𝜶



Dla małych wychyleń:

𝑀 = −𝑙𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 ≈ −𝑙𝑚𝑔𝛼

𝑀 = 𝐼𝜀 = 𝐼
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2

𝑻 = 𝟐𝝅
𝑰

𝒍𝒎𝒈

Mechaniczne drgania harmoniczne: 
wahadło fizyczne

l𝛼

Ԧ𝑔𝑥

Ԧ𝑔𝑙

SM

SM – środek masy wahadła fizycznego

ሷ𝛼 = −
𝑙𝑚𝑔

𝐼
𝛼



Drgania harmoniczne złożone. Krzywe 
Lissajous

Dwa drgania harmoniczne proste, 
wzbudzone prostopadle do siebie, o 

równych amplitudach:

𝐴1 = 𝐴2

i okresach: 

𝑇1 = 𝑇2 (𝜔1 = 𝜔2),

ale o fazie 𝜑 różniącej się o 
90°składają się na ruch kołowy 

jednostajny.

𝐴−𝐴 𝜑

𝐴𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑥

𝐴𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑦



Krzywe Lissajous
𝐴1 = 𝐴2, 𝜔1 = 𝜔2, 𝜑 = 90° 𝐴1 = 𝐴2, 𝜔1 = 𝜔2, 𝜑 = 135°

𝑥

𝑦

1

2

3
4

5

6 7 8

1

2
3

4

5
6

7

8

(1,1)

(2,2)

(3,3)

(4,4)

(5,5)

(6,6)

(7,7)

(8,8)𝑥

𝑦

1

2

3

4

5

6 7 8

1

2

3
4

5

6
7

8

(1,1)

(2,2)(3,3)(4,4)

(5,5)

(6,6) (7,7) (8,8)

𝐼 𝐼

𝐼𝐼 𝐼𝐼



Krzywe Lissajous
𝐴1 = 𝐴2, 𝜔1 ∶ 𝜔2 = 3 ∶ 2, 𝜑 = 0°

𝑥

𝑦

1

2

3
4

5

6 7 8

𝐼

𝐼𝐼
12

3

4

5

6
7 8

9

10

11

12
1,1

2,2

3,3
4,4

5,5
6,6

7,7

8,8

9,1

10,2

1,5

12,4

𝐴1 = 𝐴2, 𝜔1 ∶ 𝜔2 = 2 (𝑇2 = 2𝑇1), 𝜑 = 0°

𝑥

𝑦

1

2

3
4

5

6

7 8

𝐼

𝐼𝐼
1

3

5

7

1

2

4

6

8

(1,1)
(2,2)

(3,3)

(4,4)

(5,5)
(6,6)

(7,7)
(8,8)

9
(1,9)10



Składanie drgań o jednakowej 
częstotliwości

𝑥1 = 𝐴1𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑1

𝑥2 = 𝐴2 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑2

𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2 = 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑

Drgania w jednym kierunku dodają się algebraicznie!

𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑 = 𝐴1 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑1 + 𝐴2 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑2

𝜔𝑡 = 𝑐𝜋,    𝑐 = 0,1,2, …

𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝝋 = 𝑨𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝋𝟏 + 𝑨𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝝋𝟐 𝟏

𝜔𝑡 = (𝑐 +
1

2
)𝜋,    𝑐 = 0,1,2, …

𝑨𝒔𝒊𝒏𝝋 = 𝑨𝟏𝒔𝒊𝒏𝝋𝟏 + 𝑨𝟐𝒔𝒊𝒏𝝋𝟐 𝟐

𝑡𝑔𝜑 =
𝑨𝟏𝒔𝒊𝒏𝝋𝟏+𝑨𝟐𝒔𝒊𝒏𝝋𝟐

𝑨𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝋𝟏+𝑨𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝝋𝟐

1 2 + 2 2

𝐴2 = 𝐴1
2 + 𝐴2

2 + 2𝐴1𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝜑1 𝑐𝑜𝑠 𝜑2 + 𝑠𝑖𝑛𝜑1𝑠𝑖𝑛𝜑2)
cos(𝜑2−𝜑1)

𝑨𝟐 = 𝑨𝟏
𝟐 + 𝑨𝟐

𝟐 + 𝟐𝑨𝟏𝑨𝟐 𝒄𝒐𝒔(𝝋𝟐 − 𝝋𝟏)

Dla dowolnego t!



Składanie drgań o zbliżonych 
częstotliwościach. Dudnienia.

𝑥1 = 𝐴1𝑐𝑜𝑠𝜔1𝑡

𝑥2 = 𝐴2𝑐𝑜𝑠𝜔2𝑡

𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴;  𝜔1 = 𝜔 − ∆𝜔, 𝜔2 = 𝜔 + ∆𝜔

𝜔2 − 𝜔1 = 2Δ𝜔; Δ𝜔 ≪ 𝜔; 𝜔1 + 𝜔2 = 2𝜔

𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2 = 2𝐴𝑐𝑜𝑠
𝜔2−𝜔1 𝑡

2

"𝑎𝑚𝑝𝑙𝑖𝑡𝑢𝑑𝑎" 𝑧𝑚𝑖𝑒𝑛𝑖𝑎𝑗ą𝑐𝑎
𝑠𝑖ę 𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑦𝑐𝑧𝑛𝑖𝑒 𝑧 𝑜𝑘𝑟𝑒𝑠𝑒𝑚

𝑑𝑢𝑑𝑛𝑖𝑒ń:

𝑇=
2𝜋

𝜔2−𝜔1
=

𝜋

∆𝜔

𝑐𝑜𝑠
𝜔2+𝜔1 𝑡

2

𝒙 = 𝟐𝑨𝒄𝒐𝒔 ∆𝝎𝒕 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕

𝑥

2𝐴

−2𝐴

𝑇′ =
2𝜋

𝜔

𝑇 =
2𝜋

𝜔2 − 𝜔1
=

𝜋

∆𝜔

Modulacja amplitudy (AM)



Przykłady
cos(2𝜋𝑡) + cos((1.1)2𝜋𝑡) cos( 230 ∙ 2𝜋𝑡) + cos(235 ∙ 2𝜋𝑡)

1

𝑓2 − 𝑓1
=

1

0.1
= 10s

1

𝑓2 − 𝑓1
=

1

5
= 0.2s



Rozkład Fouriera
Czy każde drganie można rozłożyć na składowe harmoniczne? Jeżeli tak, to jak tego dokonać?

Jean Baptiste Joseph Fourier (21 marca 1768 Auxerre - 16 maja 1830 Paryż) francuski matematyk 
wykazał, że dowolną funkcję periodyczną 𝒇(𝒕) z okresem 𝑻 można rozłożyć na składowe 

harmoniczne następująco (𝜔 =
2𝜋

𝑇
):

𝒇 𝒕 = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝝎𝒕 + 𝝋𝟏 + 𝑨𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝝎𝒕 + 𝝋𝟐 + 𝑨𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝝎𝒕 + 𝝋𝟑 + ⋯

Zazwyczaj amplitudy szybko maleją ze wzrostem rzędu harmonicznej, co pozwala ograniczyć się do 
kilku pierwszych wyrazów w rozkładzie Fouriera.

Rozkład drgania na sinusoidalne harmoniczne bez uwzględniania ich faz (które wpływają na kształt 
rozkładanego drgania złożonego, ale nie mają wpływu na energie składowych harmonicznych, która 

zależy tylko od amplitudy i częstotliwości) nazywa się rozkładem spektralnym.



Drgania układu LC
𝑅 = 0 𝑄 𝑡 = 0 = 𝑄0 𝐼 𝑡 = 0 = 0 𝐸𝐶(𝑡 = 0) =

1

2

𝑄0
2

𝐶
𝐸𝐿 𝑡 = 0 =

𝐿𝐼2

2
= 0

𝑼𝑳 + 𝑼𝑪 = 𝟎 𝑳
𝒅𝑰

𝒅𝒕
+

𝑸

𝑪
= 𝑳

𝒅𝟐𝑸

𝒅𝒕𝟐 +
𝑸

𝑪
= 𝟎

+

−

𝐼 = 0

+

−

𝐼 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡
≠ 0 𝐼𝑚𝑎𝑥

+

−

𝐼 ≠ 0

+

−

𝐼 = 0

𝐿 𝐶 𝑄 = 0



Drgania układu LC i masa zawieszona na 
sprężynie

𝐿
𝑑2𝑄

𝑑𝑡2
= −

𝑄

𝐶

Wielkości elektryczne Wielkości mechaniczne

Ładunek 𝑄 Wychylenie 𝑥

Indukcyjność 𝐿 Masa 𝑚

Pojemność 𝐶 Odwr. współczynnika 

sprężystości 
1

𝑘

Natężenie prądu 𝐼 Prędkość 𝑣

Obwód LC Masa zawieszona na 
sprężynie

𝐿
𝑑2𝑄

𝑑𝑡2 = −
𝑄

𝐶
𝑚

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 = −𝑘𝑥

𝑄 = 𝑄0 cos 𝜔0𝑡 𝑥 = 𝐴 cos 𝜔0𝑡

𝜔0 =
1

𝐿𝐶
𝜔0 =

𝑘

𝑚

𝐼 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= − ฑ𝜔𝑄0

𝐼0

𝑠𝑖𝑛 𝜔0𝑡 𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝜔0𝐴𝑠𝑖𝑛 𝜔0𝑡

WAŻNE!!! W dalszej części prezentacji stosuję: 𝝎𝟎 - częstość własna bez 
tłumienia, 𝝎 - częstość drgań tłumionych, 𝜴 - częstość wymuszenia.



Drgania swobodne i tłumione
Układ drgający wykonuje drgania własne 

(swobodne) po wyprowadzeniu go z położenia 
równowagi, a następnie pozostawieniu pod 

działaniem wyłącznie sił wewnętrznych.

Stopniowe zmniejszanie się amplitudy drgań wraz z 
upływem czasu nazywa się tłumieniem.

Drgania swobodne układów rzeczywistych są zawsze 
drganiami tłumionymi.

Tłumienie spowodowane jest głównie tarciem oraz 
wzbudzeniem fal sprężystych w otaczającym 

ośrodku, a w układach elektrycznych z 
wydzielaniem się ciepła.

Jeżeli w danym procesie parametry 
charakteryzujące własności fizyczne układu 

drgającego nie zmieniają się w czasie trwania tego 
procesu to układ nazywa się układem liniowym. 

Dla układu liniowego równanie różniczkowe 
tłumionych drgań swobodnych ma następującą 

postać:

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐 + 𝟐𝜷
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐𝒙 = 𝟎

𝑥 – wielkość fizyczna zmieniająca się w czasie drgań

𝛽 = const > 0 – współczynnik tłumienia

𝜔0 =
𝑘

𝑚
− częstość kołowa nietłumionych drgań swobodnych

Jest to równanie różniczkowe liniowe drugiego 

rzędu o stałych współczynnikach



Tłumione drgania swobodne
W wyniku podstawienia:

𝒙 = 𝒆𝒓𝒕

otrzymujemy równanie charakterystyczne:

𝒓𝟐 + 𝟐𝜷𝒓 + 𝝎𝟎
𝟐 = 𝟎

o pierwiastkach:

𝒓𝟏,𝟐 = −𝜷 ± 𝜷𝟐 − 𝝎𝟎
𝟐

dla przypadku małego tłumienia:
𝛽 < 𝜔0

𝒓𝟏,𝟐 = −𝜷 ± 𝒊 𝝎𝟎
𝟐 − 𝜷𝟐

𝝎
𝒓𝟏,𝟐 = −𝜷 ± 𝒊𝝎

𝑥 = 𝐶1𝑒 −𝛽+𝑖𝜔 𝑡 + 𝐶2𝑒 −𝛽−𝑖𝜔 𝑡

𝒙 = 𝒆−𝜷𝒕 𝑪𝟏𝒆𝒊𝝎𝒕 + 𝑪𝟐𝒆−𝒊𝝎𝒕

𝑥∗ = 𝑥 𝐶1
∗ = 𝐶2, 𝐶2

∗ = 𝐶1

niech: 𝐶1 =
𝐴0

2
𝑒𝑖𝜑, 𝐶2 =

𝐴0

2
𝑒−𝑖𝜑

𝒙 = 𝒆−𝜷𝒕
𝐴0

2
𝑒𝑖𝜑𝒆𝒊𝝎𝒕 +

𝐴0

2
𝑒−𝑖𝜑𝒆−𝒊𝝎𝒕

𝒙 = 𝒆−𝜷𝒕𝑨𝟎𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒕 + 𝝋 lub 𝒙 = 𝒆−𝜷𝒕𝑨𝟎𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕 + 𝝋

Dla dużych wartości 𝛽 > 𝜔0 ruch oscylacyjny zanika.



Tłumione drgania swobodne
Przykład: wahadło sprężynowe o masie 𝑚

( siła oporu: Ԧ𝐹 = −𝑏 Ԧ𝑣)

𝒎
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐 + 𝒃
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝒌𝒙 = 𝟎; 𝛽 =

𝑏

2𝑚
,  𝑘 = 𝑚𝜔0

2

Jeżeli tłumienie nie jest zbyt duże β <
𝑘

𝑚
= 𝜔0:

𝒙 𝒕 = ฏ𝑨𝟎

𝒂𝒎𝒑𝒍𝒊𝒕𝒖𝒅𝒂
𝒑𝒐𝒄𝒛ą𝒕𝒌𝒐𝒘𝒂

𝒆−𝜷𝒕

𝒂𝒎𝒑𝒍𝒊𝒕𝒖𝒅𝒂
𝒅𝒓𝒈𝒂ń 𝒕ł𝒖𝒎𝒊𝒐𝒏𝒚𝒄𝒉

𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕 + 𝝋 ;

𝜔 = 𝜔0
2 − 𝛽2

𝑥

𝑡

𝐴0

−𝐴0

0

𝑇 𝜑 = 0



Drgania układu RLC
Szeregowy obwód RLC

𝑼𝑹 + 𝑼𝑳 + 𝑼𝑪 = 𝟎 𝑳
𝒅𝑰

𝒅𝒕
+ 𝑹𝑰 +

𝑸

𝑪
= 𝟎

𝑳
𝒅𝟐𝑸

𝒅𝒕𝟐
+ 𝑹

𝒅𝑸

𝒅𝒕
+

𝟏

𝑪
𝑸 = 𝟎

𝑳
𝒅𝟐𝑰

𝒅𝒕𝟐
+ 𝑹

𝒅𝑰

𝒅𝒕
+

𝟏

𝑪
𝑰 = 𝟎

Równanie różniczkowe tłumionych drgań 
swobodnych:

𝒅𝟐𝑰

𝒅𝒕𝟐 +
ฎ𝑹
𝑳

𝟐𝜷

𝒅𝑰

𝒅𝒕
+

ฎ𝟏
𝑳𝑪

𝝎𝟎
𝟐

𝑰 = 𝟎

𝛽 < 𝜔0 𝜔 = 𝜔0
2 − 𝛽2 =

1

𝐿𝐶
−

𝑅

2𝐿

2

𝑰 = 𝑰𝟎𝒆−𝜷𝒕𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕

+𝑸

−𝑸

𝑳 𝑪

𝑹
𝑈𝑅 = 𝑅𝐼

𝑈𝐿 = 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡

𝑈𝐶 =
𝑄

𝐶



Mechaniczne drgania wymuszone
Dla układu liniowego równanie różniczkowe drgań 

wymuszonych ma następującą postać:

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐 + 𝟐𝜷
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐𝒙 =
𝟏

𝒎
𝑭𝒙(𝒕) (1)

𝐹𝑥 𝑡 − zmienna siła zewnętrzna wymuszająca w układzie 
drganie

Jest to niejednorodne równanie różniczkowe 
drugiego rzędu o stałych współczynnikach.

Niech siła wymuszająca zmienia się w sposób harmoniczny:
𝑭𝒙 𝒕 = 𝑭𝟎𝐜𝐨𝐬(𝜴𝒕)

Ω − częstość kołowa siły wymuszającej

Pod wpływem siły 𝑭𝒙 𝒕 wahadło sprężynowe 
wykonuje jednocześnie swobodne drgania tłumione  

oraz okresowe drgania nietłumione o częstości Ω.

Po pewnym czasie swobodne drgania tłumione 
wahadła znikają, a wahadło wykonuje już tylko 

drgania o częstości Ω.



Mechaniczne drgania wymuszone
Z doświadczenia wiadomo, że wahadło sprężynowe pod wpływem siły wymuszającej o częstości kołowej Ω

wykonuje drgania harmoniczne z częstotliwością Ω.

Po wstawieniu 𝒙 = 𝑨𝒄𝒐𝒔(𝜴𝒕) do równania 1 , założeniu dużej dobroci układu (𝜷 = 𝟎 ) oraz przyjęciu 𝝋 = 𝟎:

𝑨 =
𝑭𝟎

𝒎(𝝎𝟎
𝟐−𝜴𝟐)

Ponieważ 𝑨 > 𝟎 to 𝛀 < 𝝎𝟎

Dla 𝜔0 < Ω drgania zachodzą w przeciwfazie z drganiami siły wymuszającej (𝜑 = 𝜋).

Dla 𝜷 ≠ 𝟎 otrzymujemy:

𝒙 = 𝑨𝒄𝒐𝒔(𝜴𝒕 − 𝝋) , 𝑨 =
𝑭𝟎

𝒎 (𝝎𝟎
𝟐−𝛀𝟐)𝟐+𝟒𝜷𝟐𝛀𝟐

𝝆

, 𝐭𝐠𝝋 =
𝟐𝜷𝛀

𝝎𝟎
𝟐−𝛀𝟐



𝑥 𝑡 = 𝐶𝑒𝑥𝑝 −𝛽𝑡 cos 𝜔𝑡 + 𝛼 +
𝐹0

𝑚𝜌
cos(Ω𝑡 − 𝜑)

𝑒𝑥𝑝 − 0.2 2𝜋𝑡 cos 3 ∙ 2𝜋𝑡 , cos(10 ∙ 2𝜋𝑡) 𝑒𝑥𝑝 −(0.2)2𝜋𝑡 cos 3 ∙ 2𝜋𝑡 + cos(10 ∙ 2𝜋𝑡)



Rezonans

Wraz ze wzrostem tłumienia amplituda 
rezonansowa 𝐴𝑟𝑒𝑧 i częstość rezonansowa Ω𝑟𝑒𝑧

zmniejszają się (na rysunku maksimum przesuwa 
się na lewo!!!)

𝐴

𝜔0 Ω

𝐴𝑟𝑒𝑧

𝛽 = 0

0 < 𝛽1 < 𝛽2



𝑨 =
𝑭𝟎

𝒎 (𝝎𝟎
𝟐 − 𝛀𝟐)𝟐+𝟒𝜷𝟐𝛀𝟐

𝑑𝐴

𝑑Ω
= 0

𝟒 𝜴𝟐 − 𝝎𝟎
𝟐 𝛀 + 𝟖𝜷𝟐𝛀 = 𝟎

𝜴𝒓𝒆𝒛 = 𝜔0
2 − 2𝛽2 = 𝜔2 − 𝛽2

𝜔 – częstość kołowa swobodnych drgań tłumionych 
wahadła

𝐴𝑟𝑒𝑧 =
𝐹0

𝑚 (𝜔0
2 − (𝜔0

2 − 2𝛽2))2+4𝛽2(𝜔0
2 − 2𝛽2)

𝑨𝒓𝒆𝒛 =
𝑭𝟎

𝒎𝟐𝜷𝝎
𝜔 = 𝜔0

2 − 𝛽2

𝜔0 = 10

𝐹0

𝑚
= 1



Drgania układu RLC w obecności SEM
Szeregowy obwód RLC

𝑼𝑹 + 𝑼𝑳 + 𝑼𝑪 = 𝑼(𝒕)

𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 𝑅𝐼 +

𝑄

𝐶
= 𝑈0𝑐𝑜𝑠 𝛺𝑡

𝒅𝟐𝑸

𝒅𝒕𝟐
+

ฎ𝑹

𝑳

𝟐𝜷

𝒅𝑸

𝒅𝒕
+

ฏ𝟏

𝑳𝑪

𝝎𝟎
𝟐

𝑸 =
𝑼𝟎

𝑳
𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕

𝑸 = 𝑸𝟎𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 − 𝝋

𝑄0 =
𝑈0

𝛺 𝑅2+ 𝛺𝐿−
1

𝛺𝐶

2
=

𝑈0

𝐿 (𝜔0
2−𝛺2)2+4𝛽2𝛺2

tg𝜑 =
𝑅

1

𝛺𝐶
−𝛺𝐿

=
2𝛽𝛺

𝜔0
2−𝛺2

𝑅 – oporność czynna obwodu (rezystancja)     Ω𝐿 −
1

Ω𝐶
- oporność bierna obwodu (reaktancja)

𝛺𝐿 – oporność indukcyjna obwodu (induktancja)       
1

𝛺𝐶
- oporność pojemnościowa obwodu                      

(kapacytancja)

𝑈𝑅 = 𝑅𝐼

𝑈𝐿 = 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡

𝑈𝐶 =
𝑄

𝐶

+𝐐

−𝑸

𝑳 𝑪

𝑹

𝑼(𝒕)



Przykłady
Zad. 1.

Masa 𝑚 wykonuje drgania harmoniczne o częstotliwości 𝑓 = 1 𝐻𝑧. Przechodząc przez położenie 
równowagi w chwili początkowej masa 𝑚 poruszała się z prędkością 𝑣 = 1

𝑚

𝑠
. Jaką postać ma 

równanie ruchu masy 𝑚? Jaką drogę przebędzie masa 𝑚 w ciągu 10 sekund od rozpoczęcia ruchu?

Zad. 2.

Znaleźć okres wahań wahadła matematycznego dla przypadku małych kątów wychylenia z położenia 
równowagi masy 𝑚. 

Zad. 3.

Bryła sztywna o masie 𝑚 wykonuje ruch obrotowy w jednorodnym polu grawitacyjnym wokół 
poziomej ustalonej osi przechodzącej w odległości 𝑙 od środka masy bryły. Znaleźć okres wahań 
takiego wahadła w przypadku małych kątów wychylenia z położenia równowagi.

Zad. 4.

Jaką postać ma równanie ruchu masy 𝑚 o całkowitej energii 𝐸 w polu, w którym jej energia 
potencjalna wynosi 𝐸𝑝 𝑥 = 𝐶𝑥2, gdzie 𝐶 to dodatnia stała. 



Przykłady
Zad. 5.

Masa 𝑚 na sprężynie o stałej sprężystości 𝑘 porusza się w ośrodku o współczynniku tłumienia 𝑏. 
Zakładamy, że 𝛽 < 𝜔0.

W chwili 𝑡 = 0: 𝒙 𝟎 = 𝒙𝟎, ሶ𝒙 𝟎 = 𝟎.

Wyznacz:

1. równanie ruchu 𝑥 𝑡 ,

2. czas 𝑡𝑁 ​, po którym amplituda drgań zmaleje 𝑁-krotnie,

3. liczbę pełnych drgań wykonanych do chwili 𝑡𝑁 ​.
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