Pochodna funkcji jednej
zmiennej i pochodna
czastkowa.
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Rozniczka funkgji

Funkcje f nazywamy rézniczkowalng w
punkcie x, jezeli jej zmiana dla Ax — 0: Jezeli funkcja fjest rézniczkowalna w punkcie
X to istnieje pochodna funkcji frowna:

Af (xo) = f(xo + Ax) — f(x0) (xg) = C

moze by¢ przedstawiona w postaci: Rézniczka funkcji f w punkcie xq (dla

Af = CAx + o(Ax), przyrostu Ax zmiennej niezaleznej x) df (xq)
to liniowy sktadnik prszrostu Af ze wzgledu
na Ax:

gdzie C to stata, 0(Ax) to nieskonczenie
mata rzedu wyzszego niz Ax.

df = df(xe) = f'(x0)Ax



Rozniczka funkcji — przyktady

f(xo + Ax) — f(x0) = f'(x0)Ax + 0(AX)

1. Pole P(r) kota o promieniu r:

AP = n(r + Ar)? — nir? = nAr? + 2nrAr

P = mr?

Ar - 0

zwiekszamy promien kota o Ar:
dP = 2nrdr

AP = P(r + Ar) — P(r)



Rozniczka funkcji — przyktady

f(xo + Ax) — f(x0) = f'(x0)Ax + 0(AX)

2. Objetos$¢ V(1) kuli o promieniu 7: AV = fn(r + Ar)3 — 3
3 3
V=2
= —7r
3 AV = 4nréAr + 4nrAr? + gnAr?’
zwiekszamy promien kuli o Ar: Ar = 0
AV =V(r+A4r)—V(r)
dV = 4nridr



lloraz roznicowy. Interpretacja fizyczna

fx)=y Predkosc srednia w przedziale czasu At:
Ay _ f(xo+Ax)—f(xo) Ax _ x(to+At)—x(to)
Ax Ax At At

Ax — przyrost zmiennej niezaleznej x

Punkt x, wraz z pewnym jego otoczeniem Q nalezy do Przyspieszenie Srednie .(dla zmiany predkosci
dziedziny funkgji f. Av,) w przedziale czasu At:
Ax + xy € Q Avy _ vx(to+A)—vx(to)
At At
Przyktad:

Natezenie srednie pradu (dla zmiany tadunku
f(x) = 2x? elektrycznego Ag) w przedziale czasu At:

Ay  2(xo+Ax)2-2x§
Ax Ax

Aq _ q(to+At)—q(to)
At At

= 4xy + 2Ax



Interpretacja geometryczna. Granica
ilorazu roznicowego — pochodna funkciji.

dy . f(xe + Ax) — f(x0)
dx =) %) = Jim, Ax

f(x) =const.= f'(x) =0

f)=x = f'(x) =1

f)=x"=f'"(x) =nx"1 (@nEeEN)

fX)=x"= f'(x) =nx"1 (x>0,n€R)



Wtasnosci pochodnych.

Dla funkcji fi g rozniczkowalnych w punkcie x,

zachodzi: f-9)' ) =f"(x) g+ fx)-g'(x)
(f+9)(x)=f"(x)+g'(x) Dla g(x) # 0i g'(x) # 0 zachodzi
f-—g)x)=fx)—-g £\ sy _ F10)-9(0)—F(x)-g7(x)
f ooy =10 =g (5) () ==
N @f) @) = af'(x) , ,
a €R [f(@C] = f'g(x) - g'(x)



Przyktady

(sinx)’ = cosx (e*) =e”*

(cosx)' = —sinx [In(x)]’ = i
(tgx)' = Co;x (a*)' = a* - Ilna

(ctg)' = — 7, (loga®)' = o

sin?x xlna




Interpretacja fizyczna pochodnej

Predkos¢ v w chwili czasu tq: Natezenie pradu w chwili czasu t,:

Ax x(to + At) — x(tgp) A
— lim — = li s q _ 4. q(to+At)—q(to)
OAG) = [FRTe = i At I(ty) = lim = = lim ==—"

Przyspieszenie w chwili czasu tq:

(t ) — i Avy — i vx(tO +At) _vx(to)
Aibo) = B ae ~ Do At




Predkosc jako pochodna

Predko$¢ ¥ w chwili czasu t,

o dP
Doy = —
Yﬂ‘ Gil dt
S S . A7
Ven(to) = v(ty) = Al%gnoA_t
D =7 =
ch =0 o) = 400 T At

r(tg + At) — 7(tg)

Uen(to) = V(to) = Alzi:Lno e

v

R R Wektor predkosci chwilowej jest styczny do toru w
Ver || AT punkcie, gdzie czastka jest obecna w danej chwili
czasu.




Pochodne wyzszych rzedow

Pochodna drugiego rzedu funkcji f (x) to pochodna pierwszej pochodnej funkcjiy = f(x),
czyli pochodna funkgciji 2—2:, ktorg oznacza sie nastepujaco:

dzy

f'x) = dx2

Pochodna n-tego rzedu funkcji f(x) to pochodna (n — 1) — szej pochodnej funkcjiy = f(x),

n-—1

Yy
dxn_l :

czyli pochodna funkgcji

Pochodna wielomianu, ktdrego stopien jest mniejszy od rzedu pochodnej jest rowna zeru!



Przyspieszenie jako pochodna

Hodograf predkosci Przyspieszenie d w chwili czasu t,

di

-

—

Ach
dt - - . Av
Acn(to) = dlto) = lim -
AV
Agr = A_t I S . ﬁchz - 5)chl
dep(to) = alty) = Alglo AL
o | acn(to) = a(to) = lim v
Wektor przyspieszenia chwilowego jest
skierowany wzdtuz stycznej do hodografu i o a2
Aen =@ =700 = a2

predkosci.




Przyspieszenie normalne i styczne

Przyspieszenie
normalne

= -
an = Apén

v l dét I

> _av _d >N _av
a= —dt(vet)—dtet+vdt

\_Y_/

Przyspieszenie
styczne
- -
Ar = Q¢

 _ adv d . . o



Pochodna czgstkowa

Pochodng czastkowa Przyktad: n = 2, P(xy,y9) € D

I-go rzedu funkcji wielu zmiennych

vJ _ f(x0+Ax,y0)—f(x0,y0)
f:D->R,DeR"n=>2 ax(xo’yO)_Alglcr—r}o Ax

w punkcie

P(ry,1y,...,7,) ED f (x0,y0+Ay)—f (X0,Y0)

of o
3y (x0,¥0) = Allr_r)l

nazywamy nastepujgcg granice y—0 Ay
lim f(r1,...,ri+Ar,...,rZ)—f(r1,...,ri,...,rn)
Ar=0 ’ Wyznaczajac pochodne czgstkowe
i 0znaczamy przez mozemy korzystac ze wszystkich znanych
of regut liczenia pochodnef funkcji jednej
a_rl_(rliTZr ---;rn) = f’;‘l (rllTZI ...,Tn) Zmlenne.l



Rozniczka zupetna

Funkcje wielu zmiennych g = f(x, y, ..., t) nazywamy rézniczkowalng w punkcie Py(xg, Yo, ---, o), jezeli dla
dowolnie bliskiego punktu P(xq + dx, yy + dy, ..., ty + dt) catkowity przyrost funkcji w punkcie Py:

Ag = f(xg +dx,y, +dy, ..., to + dt) — f(xg, Vo, ---» to)

rézni sie o nieskonczenie matg™ od sumy jej réiniggek czastkowych wzgledem wszystkich zmiennych (zwanej
wowczas ROZNICZKA ZUPELNA) :

dg =g—gdx+g—§dy+ -+ 22 gt

"mata rzedu wyzszego niz PP = \/dx? + dy? + - + dt?



Pomiary posrednie - niepewnosci
pomiarowe

Jak oszacowaé niepewnos$¢ pomiarowa ' Przykfad:
u(y) wielkosci mierzonej posrednio? Wyznaczanie réwnowaznika elektrochemicznego k miedzi
' my—m
k — 2 1
It

y = f(lexZI "'ixn)

! m, —my - masa wydzielonej na katodzie miedzi
I

1
i I — natezenie pradu przeptywajacego przez elektrolit (wodny roztwér siarczanu miedzi CuS0,)

E t — czas przebiegu elektrolizy

2 2 2 2
(k) = J(a%) i + () @+ (57) @z + (%) woy




Przyktady

Zad. 1.

Réwnanie ruchu ciata poruszajacego sie po linii prostej ma postaé: s = 2t3 + Etz —t+ 3.
Wyznaczyc przyspieszenie ruchu ciata w zaleznosci od t.

Zad. 2.
Majac dane zaleznosci od czasu wspétrzednych punktu pofozenia ciata w przestrzeni R?:

x = ¢yt cos (wt), y = ¢t sin (wt), obliczy¢ zaleznosci od czasu wartosci wektora predkosci v
oraz wektora przyspieszenia d, gdzie w i ¢; s warto$ciami statymi (niezaleznymi od czasu).
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