
Pochodna funkcji jednej 
zmiennej i pochodna 

cząstkowa.
D R  D O R O T A  J A K U B C Z Y K  

K A T E D R A  F I Z Y K I  I  I N Ż Y N I E R I I  M E D Y C Z N E J

W Y D Z I A Ł  M A T E M A T Y K I  I  F I Z Y K I  S T O S O W A N E J

P O L I T E C H N I K A  R Z E S Z O W S K A



Różniczka funkcji
Funkcję 𝑓 nazywamy różniczkowalną w 
punkcie 𝑥0 jeżeli jej zmiana dla ∆𝒙 → 𝟎:

𝜟𝒇(𝒙𝟎) = 𝒇(𝒙𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝒙𝟎)

może być przedstawiona w postaci:

∆𝒇 = 𝑪∆𝒙 + 𝒐(∆𝒙),

gdzie 𝐶 to stała, 𝑜(∆𝑥) to nieskończenie 
mała rzędu wyższego niż ∆𝑥.

Jeżeli funkcja 𝑓jest różniczkowalna w punkcie 
𝑥0 to istnieje pochodna funkcji 𝑓równa:

𝒇′(𝒙𝟎) = 𝑪

Różniczka funkcji 𝑓 w punkcie 𝑥0 (dla 
przyrostu ∆𝑥 zmiennej niezależnej 𝑥) 𝒅𝒇 𝒙𝟎
to liniowy składnik przyrostu ∆𝑓 ze względu 

na ∆𝑥:

𝒅𝒇 ≡ 𝒅𝒇 𝒙𝟎 = 𝒇′(𝒙𝟎)∆𝒙



Różniczka funkcji – przykłady

1. Pole 𝑷(𝒓) koła o promieniu 𝒓:

zwiększamy promień koła o ∆𝑟:

Δ𝑃 = 𝑃 𝑟 + Δ𝑟 − 𝑃 𝑟

Δ𝑃 = 𝜋 𝑟 + Δ𝑟 2 − 𝜋𝑟2 = 𝜋Δ𝑟2 + 2𝜋𝑟Δ𝑟

Δ𝑟 → 0

d𝑃 = 2𝜋𝑟𝑑𝑟

𝑷 = 𝝅𝒓𝟐

𝒇(𝒙𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝒙𝟎) = 𝒇′(𝒙𝟎)∆𝒙 + 𝒐(∆𝒙)



Różniczka funkcji – przykłady

2. Objętość V(𝒓) kuli o promieniu 𝒓:

𝑽 =
𝟒

𝟑
𝝅𝒓𝟑

zwiększamy promień kuli o ∆𝑟:

Δ𝑉 = 𝑉 𝑟 + Δ𝑟 − 𝑉 𝑟

Δ𝑉 =
4

3
𝜋 𝑟 + Δ𝑟 3 −

4

3
𝜋𝑟3

Δ𝑉 = 4𝜋𝑟2Δ𝑟 + 4𝜋𝑟Δ𝑟2 +
4

3
𝜋Δ𝑟3

Δ𝑟 → 0

d𝑉 = 4𝜋𝑟2𝑑𝑟

𝒇(𝒙𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝒙𝟎) = 𝒇′(𝒙𝟎)∆𝒙 + 𝒐(∆𝒙)



Iloraz różnicowy. Interpretacja fizyczna
𝑓 𝑥 = 𝑦

∆𝒚

∆𝒙
=

𝒇(𝒙𝟎+∆𝒙)−𝒇(𝒙𝟎)

∆𝒙

∆𝑥 – przyrost zmiennej niezależnej 𝑥

Punkt 𝑥0 wraz  z pewnym jego otoczeniem 𝑄 należy do 
dziedziny funkcji 𝑓.

∆𝑥 + 𝑥0 ∈ 𝑄

Przykład:

𝑓 𝑥 = 2𝑥2

∆𝒚

∆𝒙
=

2 𝑥0+∆𝑥
2−2𝑥0

2

∆𝑥
= 4𝑥0 + 2∆𝑥

Prędkość średnia w przedziale czasu ∆𝑡:

∆𝒙

∆𝒕
=

𝒙(𝒕𝟎+∆𝒕)−𝒙(𝒕𝟎)

∆𝒕

Przyspieszenie średnie (dla zmiany prędkości 
∆𝒗𝒙) w przedziale czasu ∆𝑡:

∆𝒗𝒙

∆𝒕
=

𝒗𝒙(𝒕𝟎+∆𝒕)−𝒗𝒙(𝒕𝟎)

∆𝒕

Natężenie średnie prądu (dla zmiany ładunku 
elektrycznego ∆𝑞) w przedziale czasu ∆𝑡:

∆𝒒

∆𝒕
=

𝒒(𝒕𝟎+∆𝒕)−𝒒(𝒕𝟎)

∆𝒕



Interpretacja geometryczna. Granica 
ilorazu różnicowego – pochodna funkcji. 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
≡ 𝒇′ 𝒙𝟎 = 𝐥𝐢𝐦

𝜟𝒙→𝟎

𝒇(𝒙𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝒙𝟎)

∆𝒙

𝑓 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.⟹ 𝑓′ 𝑥 = 0

𝑓 𝑥 = 𝑥 ⟹ 𝑓′ 𝑥 = 1

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑛 ⟹ 𝑓′ 𝑥 = 𝑛𝑥𝑛−1 (𝑛 ∈ ℕ)

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑛 ⟹ 𝑓′ 𝑥 = 𝑛𝑥𝑛−1 (𝑥 > 0, 𝑛 ∈ ℝ)

𝑡𝑔𝛼 = 𝑓′ 𝑥0

𝑡𝑔𝛽 =
Δ𝑦

Δ𝑥

𝑥0 𝑥0 + ∆𝑥

𝑓(𝑥0)

𝑓(𝑥0 + ∆𝑥)

𝑓(𝑥)

Y

X
𝛼 𝛽



Własności pochodnych.
Dla funkcji f i g różniczkowalnych w punkcie x, 

zachodzi:

𝑓 + 𝑔 ′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑥 + 𝑔′(𝑥)

𝑓 − 𝑔 ′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑥 − 𝑔′(𝑥)

⋀
𝑎 ∈ ℝ

𝑎𝑓 ′ 𝑥 = 𝑎𝑓′ 𝑥

𝑓 ∙ 𝑔 ′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ∙ 𝑔′(𝑥)

Dla 𝑔 𝑥 ≠ 0 i 𝑔′(𝑥) ≠ 0 zachodzi

𝑓

𝑔

′
𝑥 =

𝑓′ 𝑥 ∙𝑔 𝑥 −𝑓 𝑥 ∙𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥) 2

𝑓 𝑔(𝑥 ) ′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝑔′(𝑥)



Przykłady

(𝑠𝑖𝑛 𝑥)′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑥

(𝑐𝑜𝑠 𝑥)′ = −𝑠𝑖𝑛 𝑥

(𝑡𝑔 𝑥)′ =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥

(𝑐𝑡𝑔 𝑥)′ = −
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥

(𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥

ln 𝑥 ′ =
1

𝑥

𝑎𝑥 ′ = 𝑎𝑥 ∙ 𝑙𝑛𝑎

𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥
′ =

1

𝑥𝑙𝑛𝑎



Interpretacja fizyczna pochodnej
Prędkość 𝑣 w chwili czasu 𝑡0:

𝒗𝒙(𝒕𝟎) = 𝒍𝒊𝒎
∆𝒕→𝟎

∆𝒙

∆𝒕
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒕→𝟎

𝒙(𝒕𝟎 + ∆𝒕) − 𝒙(𝒕𝟎)

∆𝒕

Natężenie prądu w chwili czasu 𝑡0:

𝑰 𝒕𝟎 = 𝒍𝒊𝒎
∆𝒕→𝟎

∆𝒒

∆𝒕
= 𝒍𝒊𝒎

∆𝒕→𝟎

𝒒(𝒕𝟎+∆𝒕)−𝒒(𝒕𝟎)

∆𝒕

Przyspieszenie w chwili czasu 𝑡0:

𝒂𝒙 𝒕𝟎 = 𝒍𝒊𝒎
∆𝒕→𝟎

∆𝒗𝒙
∆𝒕

= 𝒍𝒊𝒎
∆𝒕→𝟎

𝒗𝒙(𝒕𝟎 + ∆𝒕) − 𝒗𝒙(𝒕𝟎)

∆𝒕



Prędkość jako pochodna
Prędkość Ԧ𝑣 w chwili czasu 𝑡0

Ԧ𝑣𝑐ℎ 𝑡0 ≡ Ԧ𝑣 𝑡0 = lim
∆𝒕→𝟎

∆Ԧ𝑟

∆𝒕

Ԧ𝑣𝑐ℎ 𝑡0 ≡ Ԧ𝑣 𝑡0 = lim
∆𝒕→𝟎

Ԧ𝑟𝟐 − Ԧ𝑟𝟏
∆𝒕

Ԧ𝑣𝑐ℎ 𝑡0 ≡ Ԧ𝑣 𝑡0 = lim
∆𝒕→𝟎

Ԧ𝑟(𝒕𝟎 + ∆𝒕) − Ԧ𝑟(𝒕𝟎)

∆𝒕

Y

X

∆Ԧ𝑟

Ԧ𝑟1
Ԧ𝑟2

Ԧ𝑣𝑐ℎ =
𝑑Ԧ𝑟

𝑑𝑡

Wektor prędkości chwilowej jest styczny do toru w 
punkcie, gdzie cząstka jest obecna w danej chwili 

czasu.

Ԧ𝑣ś𝑟 =
∆Ԧ𝑟

∆𝒕

Ԧ𝑣ś𝑟 ∥ ∆Ԧ𝑟



Pochodne wyższych rzędów

Pochodna drugiego rzędu funkcji 𝑓 𝑥 to pochodna pierwszej pochodnej funkcji y = 𝑓 𝑥 ,

czyli pochodna funkcji 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, którą oznacza się następująco:

𝒇′′ 𝒙 ≡
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐

Pochodna n-tego rzędu funkcji 𝑓 𝑥 to pochodna 𝑛 − 1 − szej pochodnej funkcji y = 𝑓 𝑥 ,

czyli pochodna funkcji
𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
.

Pochodna wielomianu, którego stopień jest mniejszy od rzędu pochodnej jest równa zeru!



Przyspieszenie jako pochodna
Hodograf prędkości

Ԧ𝑎ś𝑟 ∥ ∆ Ԧ𝑣

Przyspieszenie Ԧ𝑎 w chwili czasu 𝑡0

Ԧ𝑎𝑐ℎ 𝑡0 ≡ Ԧ𝑎 𝑡0 = lim
∆𝒕→𝟎

∆𝒗

∆𝒕

Ԧ𝑎𝑐ℎ 𝑡0 ≡ Ԧ𝑎 𝑡0 = lim
∆𝒕→𝟎

𝒗𝒄𝒉𝟐 − 𝒗𝒄𝒉𝟏
∆𝒕

Ԧ𝑎𝑐ℎ 𝑡0 ≡ Ԧ𝑎 𝑡0 = lim
∆𝒕→𝟎

𝒗(𝒕𝟎 + ∆𝒕) − 𝒗(𝒕𝟎)

∆𝒕

Ԧ𝑎𝑐ℎ ≡ Ԧ𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝒅𝟐𝑟

𝒅𝒕𝟐

∆ Ԧ𝑣
Ԧ𝑣𝑐ℎ1

Ԧ𝑣𝑐ℎ2

Ԧ𝑎𝑐ℎ =
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡

Wektor przyspieszenia chwilowego jest 
skierowany wzdłuż stycznej do hodografu 

prędkości.

Ԧ𝑎ś𝑟 =
∆ Ԧ𝑣

∆𝒕



Przyspieszenie normalne i styczne

Ԧ𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑣 Ԧ𝑒𝑡 =

𝑑𝑣

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑡 + 𝑣

𝑑 Ԧ𝑒𝑡

𝑑𝑡

Ԧ𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
ሶ𝑟 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሶ𝜑 Ԧ𝑒𝑡𝑟 =?

Przyspieszenie 
styczne 
Ԧ𝑎𝑡 = 𝑎𝑡 Ԧ𝑒𝑡

Przyspieszenie 
normalne 
Ԧ𝑎𝑛 = 𝑎𝑛 Ԧ𝑒𝑛 tor

Ԧ𝑎𝑛
Ԧ𝑎𝑡



Pochodna cząstkowa
Pochodną cząstkową

I-go rzędu funkcji wielu zmiennych

𝒇:𝑫 → ℝ, 𝐷 ∈ ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 2

w punkcie

𝑃 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛 ∈ 𝐷

nazywamy następującą granicę

𝐥𝐢𝐦
∆𝒓→𝟎

𝒇 𝒓𝟏,…,𝒓𝒊+∆𝒓,…,𝒓𝒏 −𝒇(𝒓𝟏,…,𝒓𝒊,…,𝒓𝒏)

∆𝒓

i oznaczamy przez 

𝝏𝒇

𝝏𝒓𝒊
𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛 ≡ 𝒇𝑟𝑖

′ 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛

Przykład: 𝑛 = 2, 𝑃(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑥0, 𝑦0 = lim

∆𝑥→0

𝑓 𝑥0+∆𝑥,𝑦0 −𝑓(𝑥0,𝑦0)

∆𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑥0, 𝑦0 = lim

∆𝑦→0

𝑓 𝑥0,𝑦0+∆𝑦 −𝑓(𝑥0,𝑦0)

∆𝑦

Wyznaczając pochodne cząstkowe 
możemy korzystać ze wszystkich znanych 

reguł liczenia pochodnej funkcji jednej 
zmiennej!



Różniczka zupełna
Funkcję wielu zmiennych 𝑔 = 𝑓(𝑥, 𝑦, … , 𝑡) nazywamy różniczkowalną w punkcie 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, … , 𝑡0), jeżeli dla 

dowolnie bliskiego punktu 𝑃(𝑥0 + 𝑑𝑥, 𝑦0 + 𝑑𝑦,… , 𝑡0 + 𝑑𝑡) całkowity przyrost funkcji w punkcie 𝑃0:

∆𝑔 = 𝑓 𝑥0 + 𝑑𝑥, 𝑦0 + 𝑑𝑦,… , 𝑡0 + 𝑑𝑡 − 𝑓(𝑥0, 𝑦0, … , 𝑡0)

różni się o nieskończenie małą∗ od sumy jej różniczek cząstkowych względem wszystkich zmiennych (zwanej 
wówczas RÓŻNICZKĄ ZUPEŁNĄ) :

𝒅𝒈 =
𝝏𝒈

𝝏𝒙
𝒅𝒙 +

𝝏𝒈

𝝏𝒚
𝒅𝒚 +⋯+

𝝏𝒈

𝝏𝒕
𝒅𝒕

∗
mała rzędu wyższego niż 𝑃0𝑃 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 +⋯+ 𝑑𝑡2



Pomiary pośrednie - niepewności 
pomiarowe

Jak oszacować niepewność pomiarową 

𝑢 𝑦 wielkości mierzonej pośrednio?

𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

𝒖 𝒚 = σ𝒊=𝟏
𝒏 𝝏𝒇

𝝏𝒙𝒊

𝟐
𝒖(𝒙𝒊)

𝟐

Przykład: 

Wyznaczanie równoważnika elektrochemicznego 𝑘 miedzi

𝒌 =
𝒎𝟐−𝒎𝟏

𝑰𝒕

𝑚2 −𝑚1 - masa wydzielonej na katodzie miedzi 

𝐼 – natężenie prądu  przepływającego przez elektrolit (wodny roztwór siarczanu miedzi 𝐶𝑢𝑆04)

𝑡 – czas przebiegu elektrolizy

𝑢 𝑘 =
𝜕𝑘

𝜕𝑚1

2

𝑢(𝑚1)
2 +

𝜕𝑘

𝜕𝑚2

2

𝑢(𝑚2)
2 +

𝜕𝑘

𝜕𝐼

2

𝑢(𝐼) 2 +
𝜕𝑘

𝜕𝑡

2

𝑢(𝑡) 2



Przykłady

Zad. 1.

Równanie ruchu ciała poruszającego się po linii prostej ma postać: 𝑠 = 2𝑡3 +
1

2
𝑡2 − t + 3. 

Wyznaczyć przyspieszenie ruchu ciała w zależności od 𝑡.

Zad. 2.

Mając dane zależności od czasu współrzędnych punktu położenia ciała w przestrzeni ℝ2:

𝑥 = 𝑐1𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 , 𝑦 = 𝑐1𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 , obliczyć zależności od czasu wartości wektora prędkości Ԧ𝑣
oraz wektora przyspieszenia Ԧ𝑎, gdzie 𝜔 i 𝑐1 są wartościami stałymi (niezależnymi od czasu).
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