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Pochodna wektora jednostkowego 
(wersora)

Wersor to wektor jednostkowy:
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Ruch krzywoliniowy - prędkość

◦ Ԧ𝑣 =
𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
=
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Składowa radialna i transwersalna

Pochodna wektora jednostkowego względem 
czasu równa jest prędkości końca tego wersora.
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Ruch krzywoliniowy - przyspieszenie
◦ Składowa styczna i normalna 
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Składowa radialna i transwersalna
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Ruch punktu po okręgu
𝑠 = 𝑟𝜑

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑟 ด

𝑑𝜑

𝑑𝑡

𝜔

𝑣 − prędkość liniowa mierzona w 
𝑚

𝑠

𝜔 − prędkość kątowa mierzona w 
𝑟𝑎𝑑

𝑠

Ruch przy stałej prędkości kątowej nazywa się 
ruchem jednostajnym po okręgu. 
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Ruch punktu po okręgu – siła 
dośrodkowa

Okres 𝑻 w ruchu jednostajnym po okręgu to czas 
przebycia drogi kątowej równej 2𝜋:

𝜔 =
2𝜋

𝑇
𝑇 =

2𝜋

𝜔

Częstość 𝝂 w ruchu jednostajnym po okręgu to liczba 
obiegów wykonanych w ciągu sekundy czyli 
odwrotność okresu 𝑇:
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Siła dośrodkowa działająca na punkt materialny o masie 𝒎:

Ԧ𝐹𝑛 = 𝑚 Ԧ𝑎𝑛 = 𝑚 ต𝑟 ሶ𝜑2
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𝑟
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Siła dośrodkowa odpowiada za zmianę kierunku prędkości!



Siła dośrodkowa. Piłeczka na sznurku poruszająca się po 
okręgu w polu grawitacyjnym.

Ԧ𝐹𝑑𝑜ś = 𝑁1 + Ԧ𝐹𝑔 𝑁1 + 𝑚𝑔 =
𝑚𝑣2

𝑅

Ԧ𝐹𝑑𝑜ś = 𝑁2 − Ԧ𝐹𝑔 𝑁2 − 𝑚𝑔 =
𝑚𝑣2

𝑅

𝑭𝒈
𝑁1

Ԧ𝑣

𝑅

𝑭𝒈

𝑁2

Ԧ𝑣

𝑅

𝑁1 = Ԧ𝐹𝑑𝑜ś − Ԧ𝐹𝑔

𝑁2 = Ԧ𝐹𝑑𝑜ś + Ԧ𝐹𝑔



Ruch punktu po okręgu c. d.
Ruch jednostajny 𝑎𝑡 = 𝜀𝑟 = 0 𝑎𝑛 =

𝑣2

𝑟
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝜔 =
𝛼

𝑡
=

2𝜋

𝑇
𝛼 𝑡 = 𝜔𝑡

Ruch jednostajnie zmienny
𝑎𝑡 = 𝑟𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑎𝑛 =

𝑣2

𝑟
= 𝜔2𝑟 = 𝜀2𝑡2𝑟

𝜔 𝑡 = 𝜔0 ± 𝜀𝑡

𝛼 𝑡 = 𝜔0𝑡 ± 𝜀
𝑡2

2

Ruch niejednostajny
𝑎𝑡 = 𝑟𝜀 𝑎𝑛 =

𝑣2

𝑟
𝜔 𝑡 =  𝜀 𝑑𝑡 α 𝑡 =  𝜔 𝑑𝑡



Siły bezwładności
Siłę bezwładności odczuwamy na przykład:

- w windzie,

- w samochodzie, tramwaju, autobusie,

- na karuzeli

Siły bezwładności nie obserwujemy, jeśli 
oglądamy jazdę przyspieszającego samochodu 
z przystanku autobusowego, czy przejażdżkę 

na karuzeli z ławki na placu zabaw.

Siły bezwładności to siły pozorne.

Siła bezwładności może zniknąć przy zmianie 
układu odniesienia, jaki zostanie wybrany do 

obserwacji danego zjawiska, np. siła Coriolisa:

Ԧ𝐹 = −2𝑚 𝜔 × Ԧ𝑣 = 2𝑚 Ԧ𝑣 × 𝜔

Dla obserwatora stojącego na 
ziemi kulka porusza się po linii 

prostej

Dla obserwatora stojącego     
na tarczy



Siła Coriolisa
Układ nieruchomy (związanym z Ziemią)

𝟎𝑨𝑩𝑪 – tor kulki
0𝐴 = 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = ∆𝑠 = 𝑣∆𝑡

Układ ruchomy (związanym z tarczą)

𝟎𝑫𝑬𝑭 – tor kulki 

𝐴𝐷 = 0𝐴 ∙ 𝛼 = ∆𝑠𝜔∆𝑡 = 𝑣∆𝑡𝜔∆𝑡 =
1

2
ณ𝑎𝑐

2𝑣𝜔

∆𝑡 2

𝑭𝒄 = 𝟐𝒎𝒗 × 𝝎

Tarcza obraca się ruchem JEDNOSTAJNYM

(ze stałą prędkością kątową 𝜔)

0

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷 𝐸

𝐹
𝛼

𝛼𝛼

𝛼 = 𝜔∆𝑡



Siła odśrodkowa

Aby kulka w punkcie 𝐴 nie oderwała się od rynienki 
musi być spełniony warunek:

𝑵 + 𝒎𝒈 =
𝒎𝒗𝟐

𝑹

Siła odśrodkowa jako siła bezwładności pojawia się tylko 
w układach nieinercjalnych.

Siła odśrodkowa wynika z ruchu układu odniesienia, nie 
jest więc powodowana żadnym oddziaływaniem.

Z (1) i (2): 𝒉 ≥ 𝟐, 𝟓𝑹

Ԧ𝐹𝑔
𝑅

𝐴

𝑁

𝒎𝒈𝒉 = 𝒎𝒈𝟐𝑹 +
𝒎𝒗𝟐

𝟐
(1)

Kulka w rynience lub kolejka górska w 
Wesołym Miasteczku:

𝒎𝒗𝟐

𝑹
≥ 𝒎𝒈 (𝟐)

ℎ



Siła dośrodkowa – rotor.
Rotor obracający się z prędkością kątową 𝜔: 𝑇~𝑁 𝑇 ≤ 𝜇𝑁

Ԧ𝐹𝑑𝑜ś ≡ 𝑁

Jeżeli spełniony jest warunek:

𝒎𝒈 ≤ 𝝁𝑵

𝒎𝒈 ≤
𝒎𝒗𝟐

𝑹
𝝁

wówczas człowiek będzie unosił się nad podłogą

𝒗𝒈𝒓 ≥
𝒈𝑹

𝝁

𝑭𝒈

𝑻

𝑅



Prostokątne układy krzywoliniowe
ℝ3

Ԧ𝑒1, Ԧ𝑒2, Ԧ𝑒3 - baza ortonormalna                                                            

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 - współrzędne punktu 

Ԧ𝑒2

Ԧ𝑒3

Ԧ𝑒1

𝑥1

𝑥2

𝑥3



Przykłady prostokątnych układów 
krzywoliniowych  

Układ współrzędnych sferycznych 𝒓, 𝜽 , 𝝋

0 ≤ 𝜃 ≤ π 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋

𝑥

𝑦

𝑧

Ԧ𝑟

𝜑

𝜃

Układ współrzędnych walcowych (𝝆, 𝝋, 𝒛)

0 ≤ 𝜑 < 2𝜋

𝑥

𝑦

𝑧

Ԧ𝑟

𝜑 Ԧ𝜌

∙
ℝ3ℝ3



Przykłady
Zad. 1.

Mrówka porusza się ze stałą prędkością 𝑣0 wzdłuż promienia kolistej tarczy wirującej wokół swojej osi ze 
stałą prędkością kątową ω. Wyznaczyć w nieruchomym układzie odniesienia: a) zależność od czasu wartości 
wektora prędkości  oraz jego składowych radialnej i transwersalnej, b) zależność od czasu wartości wektora 
przyspieszenia, jak również jego składowych: radialnej, transwersalnej oraz normalnej i stycznej. 

Zad. 2. 

Piłka została kopnięta poziomo ze wzniesienia z prędkością 𝑣0. Wyznaczyć promień krzywizny toru piłki po 
upływie czasu 𝑡 od momentu jej kopnięcia. Opór powietrza pominąć.

Zad. 3.

Samochód o masie 𝑚 porusza się po torze płaskim o współczynniku tarcia statycznego 𝜇 wzdłuż łuku 
stanowiącego wycinek okręgu o promieniu 𝑟. Obliczyć maksymalną prędkość 𝑣𝑚𝑎𝑥 samochodu, przy której 
samochód jeszcze nie wpadnie w poślizg. Czy prędkość ta ulegnie zmianie w przypadku ruchu samochodu na 
pochylonym zakręcie?
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