Wektory — przyktady
zastosowania w fizyce
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Podstawowe modele matematyczne

1. Skalary (np. czas, droga, dtugos¢, objetosé, temperatura, masa, energia)
2. Wektory (np. sita, predkosé, przyspieszenie)
3. Tensory (np. tensor momentu bezwtadnosci, tensor naprezen)

4. Funkcje (np. zalezno$¢ wychylenia od czasu w ruchu drgajgcym)



Wektory a przestrzen liniowa

Przestrzen liniowa (V/, +, K,-) = V — to zbidr obiektow (np. wektoréw), ktore mozna skalowac
(mnozy¢ przez elementy z ciata liczbowego K) i dodawac.

Dziatania mnozenia (" - ": K XV — V) idodawania (" + ": VX V — V) elementéw przestrzeni
liniowej spetniajg nastepujgce aksjomaty:

A

wpwey Yt@rw)=@+v)+w (facznos)

1)

Przyktad: [x,y] € R?
[x1, y1]+[x2 + x3, V2 + ¥3] = [x1 + %2, y1 + ¥o] + [x3,¥3] = [x1 + x5 + x3,¥1 + V2 + y3]



Przestrzen liniowa

A

2) wvEV u+v=v+u (przemiennosc)

Przykfad: [x, y] € R?
[x1, y1]+[x2, ¥2] = [x1 + x2,¥1 + ¥2] = [x2, 2]+ x1, y1] = [x2 + %1, ¥2 + y1]

\% A

3 et+tv=v+e=v element neutralny w przestrzeni V
) eev vev ( ywp )

Przyktad: [x,y] € R?
[0,0] + [x, y]=[x¥]



Przestrzen liniowa

A %

4
) velvVvev

v+v =v +v=e (element odwrotny)

Przyktad: [x,y] € R?
e,y + [=%,—y] =[x, —y] + [x,y] = [0,0]

Zbidr (V, +) spetniajacy powyzsze 4-ry aksjomaty tworzy grupe abelowa.



Przestrzen liniowa

A

5) uveV a(lu+v) =au+ av (rozdzielno$¢ mnozenia przez skalar wzg. dodawania)
a €K

Przyktad: [x, y] € R?
alx; +x3,y1 + 2| = [ax; + axy, ay; + ay,] = alxq, y1]+alx,, y,]

N\
6) veV (a+pB)v =av+ v (rozdzielnosé mnozenia przez wektor wzg. dodawania)
a,f EK

Przyktad: [x, y] € R?
(a+ B)lx,y] = [ax+Bxay+By] = [(a + B)x, (a + B)y]=[ax.ay]+[Bx, fy]=a[xy]+LIx, V]



A

7) velV a(fv) = (af)v (zgodnos¢ mnozenia przez skalar z mnozeniem skalaréw)
a,f €EK

Przyktad: [x,y] € R?
a (Blx,y]) = alBx, Byl = laBx, aBy] = aB[x,y]

lv=v (1 to element neutralny w ciele K)

\% A

8) leKvevV

Przyktad: [x,y] € R?
1[x,y] = [1x,1y] = [x, y]



Ciato liczbowe K

Ciato liczbowe (K, +,) = K posiada dwa dziafania("+ " K XK - K,"-": K XK - K),ico
najmniej dwuelementowy zbior K, gdzie zachodzi:

1) (K, +) — grupa abelowa, (0 to element neutralny)
2) (K\{0},-) — grupa (gdy abelowa to mamy ciato przemienne),

3) drugie dziatanie jest rozdzielne wzgledem pierwszego

Ciatami sg np. liczby wymierne, liczby zespolone, liczby rzeczywiste.



Podprzestrzen przestrzeni liniowe]

Podprzestrzen liniowg (U, +, K,-) = U tworzy niepusty podzbior U c V przestrzeni liniowej
(V,+,K,’) =V, ktéry sam jest przestrzenia liniowa z dziataniami ,, dziedziczonymi” z

przestrzeni V, tzn.

A A

ceEK wveU cuelU, ut+tvelU



Przestrzen wektorowa

Przestrzen wektorowa (V, 4+, R,-) = V to przestrzen liniowa, ktéra posiada skonczenie
wymiarowy uktad liniowo niezaleznych generatoréow e e, ..., e, € VV zwany baza

{31, €2,..., en} = {e}icn
wowczas przestrzen wektorowg V' oznaczamy nastepujgco:
V=Ilckley ey, ..., e} =lck{@4,€,, ..., €}
Liczbe elementéw bazy nazywamy wymiarem przestrzeni V i oznaczamy: dim V = n.

Uktad wektorow vy vy, ..., v, € V (elementow przestrzeni wektorowej), n = 2, jest liniowo niezalezny
jezelidla cq,cy, ..., c, € K ze zwigzku Y)1- c;v; =0 wynika, ze: ¢ =c; ==¢, =0



Przedstawienia wektora

Przykfad: R? (n = 2)

Geometryczne przedstawienie wektora Algebraiczne przedstawienie wektora

A+B

.-
.-
.-
.-
.-

_______ A=[AnA,)], B=I[ByB]

.-
.-
.-
-

A+B =[Ac+B,A, +B,)]

P ad = |aA,, aAy]




Przedstawienia wektora

Przykfad: R3 (n = 3)

Trzy wektory jednostkowe definiujg uktad
wspotrzednych kartezjanskich w przestrzeni
tréjwymiarowej. Od kolejnosci podpisywania osi
zalezy orientacja uktadu wspoétrzednych. Uktad
przedstawiony na rysunku jest uktadem
prawoskretnym.

Wektor w przestrzeni trojwymiarowej
jest sumg swoich sktadowych.

Tresci dostepne za darmo na:
https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkodt-wyzszych-tom-1/pages/2-2-uklady-wspolrzednych-i-skladowe-wektora



https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/1-wstep

lloczyn skalarny

lloczyn skalarny na przestrzeni liniowej (V, 4+, R,:) to odwzorowanie

(x| *):V XV 3 (v,w) » (vlw) € R,

spefniajace dla dowolnego o € R oraz u, v, w € V nastepujgce warunki:
(vlw) = (wlv), (av|w) = a(w|v),
(u+viw) = (ulw) + (vlw), (v|v) € Ry,
(vlv) =0=v=0,

Aef ((vy,v5) | V1€V, A€ V),

gdzie (iloczyn kartezjanski zbiorow V; iV, ): V; XV,



Baza ortogonalna i ortonormalna

Baza {e;};cs jest:

ortogonalna gdy: €; - €; = (e;|ej) = ¢;8;;¢; # 0;1,j € 7

ortonormalnagdy: e; - e; = (e,-|e]-) =0;; L,JEN

Delta Kroneckera:

l,gdyi=j .. _
6l]={ sCY L J ;l,]En

0,gdyi #j



loczyn skalarny wektoréw w R3

Przestrzen liniowa wyposazong w iloczyn skalarny nazywamy unitarna.

R3 = lcg{i, j, k} - rzeczywista przestrzen kartezjanska .3 - wymiarowa

(przestrzen wektorowa, unitarna z bazg ortonormalng)
VXV3ww) e (vlw)=(viw; + v,w, +v3w3) ER
(vlw) =v-w =vwcos<x(v,w)

gdzie v = vyi + vyj + v3k = [V, vy, V3], W = we,, = wyi + wyj + wik = [wy, w,, wg],

VEUL,WEW,v=|0,w=|w|,T1=i, J= k=k



Interpretacja geometryczna iloczynu
skalarnego wektorow w R3

-

v-w={(vlw) =vwcosx(v,w), gdzie modut wektora: |[v| = v

v = (11)2 + (15)2 + (v3)?, ogdlnie w R™: v = /(11)2 + (13)% + ... + (v,)?

¢ = <(v,w) -kat miedzy wektorami v i w

Dla kazdego wektora:
v=ve, |le,]=1

!




Wybrane zastosowania iloczynu
skalarnego: praca sity

Praca W sity F na drodze F

W=F-Ar = |F||E:| cosq(f'), E"))

Ar = |A7|8, = Are, «(F,Ar) = ¢




Wybrane zastosowania iloczynu
skalarnego: praca sity zaleznej od x

4 Pole powierzchni
pojedynczego paska

XB
W = f F(x)dx = Al;_rilo z F(x;)Ax; Suma pol
o o powierzchni
wszystkich
paskow

F4 Ajﬁl
F@l- /N

P
-

X4 X;j Xp

X
Tresci dostepne za darmo na:
https://openstax. org/books/fizyka-dla-szkoét-wyzszych-
tom-1/pages/7-1-praca



https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/1-wstep

Praca statej sity

W = Fd cos 0



https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/1-wstep

Wybrane zastosowania iloczynu
skalarnego: fala ptaska

. czoto fali
s(¥,t) = Acos(wt — k-7 + @) T

7 7 1
w — czestosc kotowa w [;], w=—

&
v

wektor falowy, |I_<)| = ZTE

k -
A — dtugosé fali
7

- wektor wodzacy punktu drgajgcego

@, - faza poczatkowa (wielkos¢ niemianowana)




Maclerze

Macierz A o rozmiarze m X n (mwierszy, n kolumn):

ain 0 Qan
: P =4, 1<i<ml1<j<n

laij],., = [

mi " QAmn

Mnozenie macierzy przez liczbe a € K:

a aall 000 aaln
de .
a f :
a aaml °° aamn
Dodawanie macierzy:
aq A1n bi1  bin Ao a1+ b1 0 ayn thiy
: N [ : : :
am1 Amn bml bmn Am1 + bml t Amn + bmn




Mnozenie macierzy

Mnozy¢ mozna wytgcznie macierze, z ktérych pierwsza ma tyle kolumn, co druga wierszy.

C=A‘B
m
Cij = z ai,rbr,j
r=1
i=1,..,n j=1,..,p

m — ilos¢ kolumn w macierzy A réwna ilosci wierszy w macierzy B
n — ilos¢ wierszy w macierzy A

p —ilos¢ kolumn w macierzy B



Wyznacznik macierzy kwadratowe]
stopnia 3

SRR | 2T BRI



Reprezentacja macierzowa wektorow

iczha w R3:

Baza k W
1 01 .
0 0

!

(vlw) = vTw

1
0 V= [VZI,VT =[v1 V2 V3]
0] %
1

Wq

('UlW) — [171 (% 1]3] lwzl =

= V1 W + VoW, + U3W3

Dladi Sy}, 7 A5 = (]

nm




Przestrzen zorientowana

Przestrzen z zadanym uktadem wspotrzednych jest zorientowana!

{
l

v
Y

-

U J

Uktad zorientowany w prawo Uktad zorientowany w lewo



loczyn wektorowy (R>)

Dla dwdch niewspdtliniowych wektoréw v = ve,, i w = we,, iloczyn wektorowy

definiuje sie jako wektor:
uU=1ue, =vXWwW=i(vywz —v3wy) + j(vgw; —viws) + k(viw, — v,w;)
o dtugosci:
u=|vxXw|=vwsini(v,w).

Wektor u jest wektorem normalnym do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory v i w, o zwrocie
takim, ze trojka (v, w, v X w) ma orientacje zgodna z orientacjg przestrzeni.

Wtasnosci iloczynu wektorowego dla dowolnychu,v,w € Vic € R:
VXW=—-wXV, uX@+w)=uxXv+uxw

(cv) Xw=c(vXw), vXxw=0Sv|w



Reguta korkociggu

AXB

Tresci dostepne za darmo na:
https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkdt-wyzszych-tom-1/pages/2-2-uklady-wspolrzednych-i-skladowe-wektora



https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/1-wstep

Wybrane zastosowania iloczynu
wektorowego (wektory osiowe)

Moment sity M wzgledem punktu 0 Moment pedu L
M=7XF ruch jednostajny po okregu
: vy’
F - sita . .
P1 = mv,

|7 x F| = |7||F|sina

<!
U
=~

Li=mr‘e L=Iw=Mr*w

p - ped, ¥ - predko$¢ liniowa




Wypadkowa sit dziatajgca na
srodek ciezkosci wytwarza
moment sit M w kierunku
prostopadtym do wektora

- -
momentu pedu L. Wartos¢ L nie
Zmienia sie, ale

kierunek L podlega zmianom,
a 0$ symetrii bgczka dokonuje
precesji wokot osi z .

M =T X mg

<Y

X Tresci dostepne za darmo na
https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkdt-wyzszych-tom-1/pages/11-4-precesja-zyroskopu




Interpretacja geometryczna iloczynu
wektorowego

Modut iloczynu wektorowego v X w jest rowny polu rownolegtoboku

o bokach zadanych przez wektory viworaz kgtach @ = (v,w) i =m — @

v

\
( \

—_—

~— W Sing




Interpretacja geometryczna iloczynu
mieszanego

u-wxw)=v-wxu)=w-uUxv)
U Uz Uj

V1 %) [%:]
Wi W W3

|u . (v X W)l = U1 VW3 + U, V3Wq + UzV1Wyr — U3zVpW1 — U1 V3Wyr — UV W3 =

V=|w:(uxv)




Przyktady

Zad. 1.

Wyprowadz réwnanie na iloczyn skalarny ¥ - W = v,w, + v,w,+ v,w, dwéch wektoréw v, w €
R3, wyrazonych za pomoca wektoréw jednostkowych.

Zad. 2.

Wyprowadz rdwnanie na iloczyn wektorowy ¥ X w = i’(vywz — vzwy) +j(v,w, —v,w,) +
k(vyw, — v,w,) dwoch wektoréw ¥, w € R3, wyrazonych za pomoca wektoréw
jednostkowych.

Zad.3.

Znalez¢ sktadowa i wektor sktadowy wektora 4 = 27 + 2k wzdtuz wektora B = 47.



Literatura

1. E. Karaskiewicz, Zarys teorii wektoréw i tensorow, PWN, W-wa 1976 (lub inne wydania).

2. T. Trajdos, Matematyka cz. 3, WN-T, W-wa 1999 (lub inne wydania).
3. W. Moebs, S. J. Ling, J. Sanny, Fizyka dla szkét wyzszych Tom |, ISBN-13: 978-83-948838-1-2

https://openstax.org/details/books/fizyka-dla-szkdt-wyzszych-tom-1

4. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker, Podstawy fizyki 1, PWN, W-wa 2011 (lub inne wydania).



https://openstax.org/details/books/fizyka-dla-szkół-wyższych-tom-1

