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Ruch drgajacy

Drgania inaczej oscylacje to pewne procesy, ktére powtarzajg sie w czasie.

Rozrézni¢ mozna drgania mechaniczne (np.: ruch wahadet, drgania strun, zmiany cisnienia
powietrza), drgania elektromagnetyczne, drgania elektromechaniczne (np.: drgania membrany
gtosnika) i inne.

Drgania swobodne zwane inaczej drganiami wtasnymi to drgania ciata wywotane wychyleniem z
pofozenia rownowagi trwatej, kiedy na uktad drgajgcy nie dziatajg zadne zmienne w czasie
oddziatywania zewnetrzne.

Drgania wymuszone powstajg w uktadzie na skutek zmiennego w czasie oddziatywania
zewnetrznego.



Ruch drgajacy okresowy

Jezeli wartosci wszystkich wielkosci fizycznych
zmieniajacych sie w czasie drgan i opisujgcych
uktad drgajacy, powtarzajg sie w réwnych
odstepach czasu, to drgania uktadu nazywamy
drganiami okresowymi, ktorych przykfad
stanowig drgania harmoniczne.

Drgania okresowe drgajacej wielkosci x,
wystepujg wtedy, gdy spetniony jest warunek:

Okres drgan T to czas w ktorym uktad drgajacy
wykonuje jedno petne drganie.

Czestotliwos¢ drgan okresowych f to liczba
petnych drgan wykonanych w jednostce czasu.



Drgania harmoniczne proste

N

2 4

Ciato wykonuje ruch harmoniczny wokaot
pofozenia rownowagi x = 0.

Ruch rzutu punktu poruszajgcego sie po okregu
ruchem jednostajnym na o$ x (Srednice)
nazywamy ruchem harmonicznym prostym.

Punkt materialny porusza sie zgodnie z
prawem:

x = Acos(wt + @)

A — amplituda drgania (maksymalne wychylenie) [m]
w — czestos¢ kotowa drgania

(wt + ) — faza drgania

¢ — faza poczatkowa drgania




Drgania harmoniczne proste

x(t) = Ay sinwt + A, cos wt

lub A2+ 42 =4
x(t) = Acos(wt + @)=

= —tg(e) = tg(~9)

= Alcos(wt)cos(p) — sin(wt)sin(p)]

A, = —Asin(p), A, = Acos(¢p)



Drgania harmoniczne proste

Pierwsza i druga pochodna drgajacej w sposdb Rownanie rozniczkowe drgan harmonicznych:
harmoniczny wielkosci x wykonujg rowniez drgania
harmoniczne z czestoscig kotowa w:

2T dw B

sz ‘ E—O

Rozwigzanie ogdlne tego rownania ma postac:

dx ] T :
Frin —Awsin(wt + @) = Awcos ( ot + @ + E) x(t) = A; sinwt + A, cos wt
A = %; Ay = xg
dzx =0)= =0)=
T —Aw?cos(wt + @) v(t =0) = o, x(t = 0) = x



Drgania harmoniczne proste

Okresem T ruchu harmonicznego prostego
nazywamy czas, po uptywie ktdrego ciato wroci
do potozenia poczgtkowego:

x = Acos(wt + @)

w(t+T)+ ¢ =(wt+¢)+2n
|

T = 2w [S]

w

Czestotliwos¢ v ruchu harmonicznego p
prostego to liczba okresow w jednostce czasu: =5

f— %[Hz]



Mechaniczne drgania harmoniczne

x = Acoswt Masa zawieszona na sprezynie: FS = —kx
Predkos¢ chwilowa:
I pwsing = Aacos(p+2)
V, =—=—Awsing = Awcos —

Przyspieszenie chwilowe:
d*x

=3 —Aw*cos@

Ay

Sita wywotujgca ruch harmoniczny punktu o
masie m w kierunku x:

F = —mw?

xl



Uktady sprezyn

Rownolegte potgczenie sprezyn

Szeregowe potfgczenie sprezyn

B I F
X
_________ F=kx=kix:=k,x, =k X =
F, = kyx F, = k,x ﬁl l X 1X1 2X2 3X3 1x1+x2 + x5
i e
k=k1+k2 { 2 1: 1 1 1 F

+—+
F = Fysf, T




Energia w ruchu harmonicznym prostym

Energia kinetyczna E;,: Energia potencjalna i energia kinftyczna zmieniajg sie
, periodycznie od wartosci 0 do Em/lza)2 . Oscyluja
E, = mzv — %(—Awsin(p)z — %mAzwzsmz(p — harmonicznie z czgstoscig kotowa 2w i amplituda
2 42
1 Ek; Ep,E me A .
= ZmAZa)Z[l —cos(2¢)] 4
Energia potencjalna E;: $ |
B = L (Acosp)? = 2mw?A%cos?qp = :];
p 2 2 2 S H
1 2 19 — | !
= mw A%[1+ cos(2¢)] | |
| >
a callowita: £ = L ma? 4 0 T T 3T T 5T
Energia catkowita: E = > MW A i 3 2 7 2
Oscylator harmoniczny jest uktadem Okres zmian Ey i E,, jes(’jc dwgl razy mniejszy niz okres
rgan!

zachowawczym!



Mechaniczne drgania harmoniczne:
wahadto matematyczne

Dla matych wychylen tor AOB jest uwazany za
prostoliniowy:

B 0 A

[ .\ L J
|
- - —>x
g = 9x + g

gx = —gsina ~ —ga = —g=

Box

x = Acos(wt + @)

Ruch wahadtowy dla matych wychylen (kilka stopni)
jest ruchem harmonicznym prostym!

ot =t = () = T2



Wahadto matematyczne

d?a
A = le = ZF
T =2 L d?a
= G l— = —gsina
dla matych amplitud:
Okres drgan wahadta matematycznego nie l@ — —oa
zalezy od jego masy! dt? Y

Okres drgan wahadta matematycznego nie -
zalezy od amplitudy wahan!

a = agcos(wt + @), A= ayl




Mechaniczne drgania harmoniczne:
wahadto fizyczne

Dla matych wychylen:

M = —lmgsina = —lmga

SM - srodek masy wahadta fizycznego



Drgania harmoniczne ztozone. Krzywe
Lissajous

Dwa drgania harmoniczne proste,
wzbudzone prostopadle do siebie, o
rownych amplitudach:

A, = A,
i okresach:
T, =T, (w1 = wy),

ale o fazie ¢ rdznigcej sie o
90 sktadaja sie na ruch kotowy
jednostajny.

a4




Krzywe Lissajous

A1=A2,(1)1=(1)2,§0=90 A1=A2,(1)1=(1)2,(p=135
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Krzywe Lissajous

A=Ay, 0w, =3:2,0=0 A=Ay, w1t w, =2(T, =2T)), 0 =0
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Sktadanie drgan o jednakowe]
czestotliwosci

_ __ Apsingq+Azsing;
X1 A1COS(CUt + (pl) thD o Aq cos @1+A3 cos @>

X, = A, cos(wt + @,)

x = x1 + x5 = Acos(wt + @) - (1) + (2)?
. . . .. o a dowolnego t!
Drgania w jednym kierunku dodajg sie algebraicznie! l

Acos(wt + @) = A cos(wt + @) + A, cos(wt + goz)/

wt=cm, ¢=0L12,.. A? = Af + A5 + 24,4, (cos @4 cos @, + sing,sing;)

Acosep =A;cos@q;+Ay,cosp, (1) cos(p2—¢1)

wt = (c + %)n, c=01,2,..

2 _ 22 4 a2 _
Asing = A;sing, + Aysing, (2) A" = A1 + Az + 24,14; cos(@z — ¢1)



Sktadanie drgan o zblizonych
czestotliwosciach. Dudnienia.

Modulacja amplitudy (AM)

x; = Ajcoswqt x = 2Acos(Awt)coswt

X, = A,cosw,t

A]_:Az:A; a)1=a)—Aa),a)2=a)+Aa)

2AT N LA R -
Wy —wq = 20w; Aw K w; w+wy; =2w I\ {\\ /Z\ ﬂ {\ '7\ ]\

(wp—wq)t (wo+wq)t N £y
X=x1+x; = 24cos —2—=  cos—2—— SN SN
2 2 4 ’
"amplituda" zmieniajaca , \\U U/ .
sie periodycznie z okresem —2A1 ~- -

dudnien: < >

_ 2 27 T
T - _

_wz—wl_m



Przyktady

cos(2mt) + cos((1.1)2mt) cos(230 - 2mt) + cos(235 - 2mt)




Rozktad Fouriera

Czy kazde drganie mozna roztozy¢ na sktadowe harmoniczne? Jezeli tak, to jak tego dokonac?

Jean Baptiste Joseph Fourier (21 marca 1768 Auxerre - 16 maja 1830 Paryz) francuski matematyk
wykazat, ze dowolng funkcje periodyczng f(t) z okresem T, mozna roztozy¢ na sktadowe

harmoniczne nastepujaco (w = —)

f(t) =Ay+ A cos(wt + @1) + Ay cos2wt + @,) + A3 cos(Bwt + ¢@3) + -

Zazwyczaj amplitudy szybko malejg ze wzrostem rzedu harmonicznej, co pozwala ograniczyc sig do
kilku pierwszych wyrazéw w rozktadzie Fouriera.

Rozktad drgania na sinusoidalne harmoniczne bez uwzgledniania ich faz (ktére wptywajg na ksztatt
rozktadanego drgania z’fozone%o ale nie majg wptywu na energie sktadowych harmonicznych, ktora
zalezy tylko od amplitudy i czestotliwosci) nazywa sie rozktadem spektralnym.



Drgania uktadu LC

0 2
R=0 Qt=0=0Q I(t=0=0 E(t=0)=;2 E(t=0)="=0
dQ
I=0 :E:/:O Imax I =0 P—d
S T S e
=2 dll=s LE o= II=




Drgania uktadu LC i masa zawieszona na
sprezynie

Rownanie drgan w obwodzie LC (postac

analogiczna do réwnania drgan swobodnych masy Obwéd LC Masa zawieszona na
zawieszonej na sprezynie): sprezynie

d*Q Q d* d?x
LF:_E L_Q=_Q m——s = —kx
dt? C dt?
Wielkosci elektryczne Wielkosci mechaniczne Q = Q, cos(wt) x = Acos(wt)
tadunek Q Wychylenie x 1 I
Indukcyjnosc L Masa m W = C w = m
Pojemnosc C Odwr. wspotczynnika /
1 dQ I _dx A
sprezystosci - | = — == w0, sin(wt) V== o sin(wt)
Natezenie pradu | Predkos¢ v



Drgania swobodne i ttumione

(sonkggg gégeggfix mléowr;lgzeeﬂlirgagngi vgg?grz\:nia Dla uktadu liniowego réwnanie rézniczkowe
réwnowagi, a nastepnie pozostawieniu ﬂOd tiumionych drgan swobodnych ma nastepujaca
dziataniem wytgcznie sit wewnetrznych. postac:
Stopniowe zmniejszanie sig amplitudy drgan wraz z
uptywem czasu nazywa sie ttumieniem. d2%x dx
- _ 2. —
Drgania swobodne uktadow rzeczywistych sg zawsze dt2? + 28 dt +wpx =0
drganiami ttumionymi.
Ttumienie spowodowane jest gtdwnie tarciem oraz o o _ _ )
wzbudzeniem fal spr iystych w otaczajacym x — wielkos¢ fizyczna zmieniajgca sie w czasie drgan
osSrodku, a w uk’ragach elektrycznych z S = const > 0 — wspdtczynnik ttumienia

wydzielaniem sie ciepfa.
wo = \/% — czestosc¢ kotowa niettumionych drgan swobodnych
Jezeli w danym procesie parametry
charakteryzujgce wtasnosci fizyczne uktadu
drgajgcego nie zmieniajg sie w czasie trwania tego Jest to rownanie rézniczkowe liniowe drugiego

procesu to uktad nazywa sie uktadem liniowym. s © S D e T



Ttumione drgania swobodne

W wyniku podstawienia: X = e—ﬂt[clelwt 4+ Cze—lwt]
x=e"
otrzymujemy réwnanie charakterystyczne: x*=x === ({=0C,C =C(
2 +2Br + wj =0 niech: C; =%ei"’, C, =%e‘i‘/’

o pierwiastkach:

Ay . . A . :
_ Bt |0 Jip iwt 0 —ip,y—iwt
xX=e eve™ +—e Ve
r1’2=—ﬁi‘/ﬁ2—w(2, 2 2

dla przypadku matego ttumienia:
ﬁ < (O _ﬂt I b _ﬁt .
rip=—BLi /w% _p? x = e PtAgcos(wt + @) lub x = e Pt Aysin(wt + @)

-
()]

riz2=-ftiw
x = Ce-B+iwlt 4 ¢, o(=F-iw)t Dla duzych wartosci f > w, ruch oscylacyjny zanika.



Ttumione drgania swobodne

Przyktad: wahadto sprezynowe o masie m

( sita oporu: F = —b®) x1
d?x dx . _ b . 2 . T - =0
m—_5 + b T kx=0;, [ = — k = mw; Aol > @
e . k_ |/ \ T -
Jezeli ttumienie nie jest zbyt duze 3 < /: = wg: /\ _______

Nm of \ / N\ = t
amplituda >
poczatkowa \/

~ Bt it oo >N\ S
x)= Ay eFlsin(wt+e); 0 | N
amplituda _AOF ——————
drgan ttumionych
o= [u}—p



Drgania uktadu RLC

Szeregowy obwoéd RLC . d?1I R dI A 1 I—o
dtz2  dt C
Ur = RI
Réwnanie rézniczkowe ttumionych drgan
dl .
U, = — swobodnych:
dt ,
Zﬂ o
Q ar Rar T
UC:E 2t Tt I=0
2
dI < _ J 2 _p2_ |L_(R
UR+UL+UC=O LE+R1+% 0 ﬁ @o @ wO 'B LC (ZL)
d? _Bt..-
1 I =1Ije Ptsin(wt
P S cQ=0 0 (we)

dt? dt



Mechaniczne drgania wymuszone

Dla uktadu liniowego réwnanie rézniczkowe drgan Niech sita wymuszajgca zmienia sie w sposob harmoniczny:
wymuszonych ma nastepujacg postac: F,(t) = Focos(2t)
d2x Q) — czestosc¢ kotowa sity wymuszajace;j

d 1
S +2B— +wix=—F,() (1)

Pod wptywem sity F, (t) wahadto sprezynowe
E.(t) — zmienna sita zewnetrzna wymuszajgca w ukfadzie wykonuje jednoczesnie swobodne drgania ttumione
drganie oraz okresowe drgania niettfumione o czestosci ().

Jest to niejednorodne rownanie rozniczkowe

s ) - Po pewnym czasie swobodne drgania ttumione
drugiego rzedu o statych wspoétczynnikach.

wahadta znikajg, a wahadto wykonuje juz tylko
drgania o czestosci ().



Mechaniczne drgania wymuszone

Z doswiadczenia wiadomo, ze wahadto sprezynowe pod wptywem sity wymuszajgcej o czestosci kotowe;j )
wykonuje drgania harmoniczne z czestotliwoscig (.

Po wstawieniu x = Acos(2t) do réwnania (1), zatozeniu duzej dobroci uktadu (8 = 0) oraz przyjeciu ¢ = O:

___ Fo
T m(w3-02)

Poniewaz A>0 to Q< wg

Dla wqy < ) drgania zachodzg w przeciwfazie z drganiami sity wymuszajacej (¢ = m).

Dla  # 0 otrzymujemy:

Fo 240

- B =G

x =Acos(2t — @), A=
m \/ (w5—02)2+4p202

p



Fo
x(t) = Cexp(—pt) cos(wt + a) A C

mp

os({dt — @)

exp(—(0.2)2nt) cos(3 - 2mt),cos(10 - 2mt)  exp(—(0.2)2nt) cos(3 - 2mt) + cos(10 - 2mt)

104

10

Mm

L Mt A AR AR RAL

i

TR




Rezonans

Wraz ze wzrostem dobroci uktadu zmniejsza sie
szerokos¢ potowkowa krzywej rezonansowej.

> Dla B # 0 amplituda rezonansowa osiaga
@o Q wartosci maksymalne dla Q) < wy i jest skonczona.

Im wieksza dobro¢ uktadu D tym ostrzejszy ,,pik

rezonansowy”. Wraz ze wzrostem tfumienia amplituda
rezonansowa 4,,, i czestos¢ rezonansowa Q,,,
Rezonans w uktadzie o duzej dobroci moze zmniejszajg sie (na rysunku maksimum przesuwa
doprowadzi¢ do zniszczenia uktadu. sie na lewo!!l)



Fy

|
|
| A =
|
0.010 - ﬁ m\/(w% — 0%)2+4pB2Q?
4 1
0.009 :
d ! dA _ 0
o.oosj wg = 10 i dl
00071 i 4(2% - 3)Q + 8620 =0
|
o-ooo-ﬂ & 4 |
* 00051 " i 2 2 [ 12 2
] I Dyey = |05 — 20 =yw* =P
0.004 - !
E |
i w — czestosc kotowa swobodnych drgan ttumionych
' wahadta
0.002 4 ,
E | FO
0.001 1 : Arez = 3 3 3
; mJ (@8 = (08 — 262))2+482(w} — 267
1

B=1.5 = =25 P=d =— =6 Arezzm;';w W = /w%—ﬂz




Drgania ukfadu RLC w obecnosci SEM

Szeregowy obwod RLC

Ur = RI
_I_

L C dl
U =L—
= Lo at

u(t) ]

U- =—

‘ C7C

UR+UL+UC=U(t)

dl 0
L—+RI+—-= 9/
dt+ + - Uycos(02t)

2p w(z)
d2Q Rdq 1 U
—Q+ — Q+ Q = > cos(Qt)

dt? L dt LC L

Q = Qocos(Qt — @)

Qo = Yo - Yo
0 5 12 2_ 0212 202
alrR2+(aL-22)" L J@§-02)2+4p20
R 20
gy = = -
1 — 2
oC 2L wgy—{2

R — opornos¢ czynna obwodu (rezystancja) QL — é - opornos$¢ bierna obwodu (reaktancja)

L — opornos¢ indukcyjna obwodu (induktancja) & - opornos¢ pojemnosciowa obwodu
(kapacytancja)



Przyktady

Zad. 1.

Masa m wykonuje drgania harmoniczne o czgstotliwosci f = 1 Hz. Przechodzac przez potozenie
rownowagi w chwili poczatkowej masa m poruszata sie z predkoscig v = 1 —. Jakg posta¢ ma
réwnanie ruchu masy m? Jaka droge przebedzie masa m w ciggu 10 sekund’od rozpoczecia ruchu?

Zad. 2.

Znalez¢ okres wahan wahadta matematycznego dla przypadku matych katéw wychylenia z potozenia
rOwnowagi masy m.

Zad. 3.

Bryta sztywna o masie m wykonuje ruch obrotowy w jednorodnym polu grawitacyjnym wokot
poziome| ustalone] osi przechodzacej w odlegtosci [ od sSrodka masy bryty. Znalezc okres wahan
takiego wahadta w przypadku matych katéw wychylenia z potozenia rownowagi.

Zad.4.

Jakg posta¢ ma réwnanie ruchu masy m o catkowitej energii E w polu, w ktérym jej energia
potencjalna wynosi E, (x) = Cx?, gdzie C to dodatnia stafa.
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