Wektory — przyktady
zastosowania w fizyce
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Podstawowe modele matematyczne

1. Skalary (np. czas, droga, dtugos¢, objetosc, temperatura, masa, energia)
2. Wektory (np. sita, predkosé, przyspieszenie)
,Jedz 5 km” — czy wiesz, gdzie sie znajdziesz?
Wektor = ,,ile?” + ,w ktorg strone?”

3. Tensory (np. tensor momentu bezwtadnosci, tensor naprezen)

4. Funkcje (np. zaleznos¢ wychylenia od czasu w ruchu drgajgcym)



Wektory a przestrzen liniowa

Przestrzen liniowa (V/, +, K,-) = V — to zbidr obiektow (np. wektoréw), ktore mozna skalowac
(mnozy¢ przez elementy z ciata liczbowego K) i dodawac.

Dziatania mnozenia (" - ": K XV = V) idodawania (" + ": VX V — V) elementéw przestrzeni
liniowej spetniajg nastepujgce aksjomaty:

A

wowey t@rw)=@+v)+w (tacznos)

1)

Przyktad: [x,y] € R?
[x1, y1]+[x2 + x3, V2 + ¥3] = [x1 + %2, y1 + ¥o] + [x3,¥3] = [x1 + x5 + x3,¥1 + ¥ + ¥3]



Przestrzen liniowa

2) A u+v=v+u (przemiennosc)

uvev
Przykfad: [x, y] € R?
[x1, V1 1+[x2, 2] = [x1 + %2, Y1 + ¥2] = [x2, ¥2]+[x1, y1] = [x2 + x4, ¥2 + y1]

% A

3 et+tv=v+e=v element neutralny w przestrzeni V
) eev vev ( ywp )

Przykfad: [x, y] € R?
[0,0] + [x, ¥]=[xy]



Przestrzen liniowa

A %

4
) veVvev

v+v =v +v=e (element odwrotny)

Przyktad: [x,y] € R?
e,y + [=%,—y] =[x —y] + [x, y] = [0,0]

Zbidr (V, +) spetniajacy powyzsze 4-ry aksjomaty tworzy grupe abelowa.



Przestrzen liniowa

A

5) uveEV a(u+v) =au+ av (rozdzielno$¢ mnozenia przez skalar wzg. dodawania)
a €K

Przyktad: [x, y] € R?
alx; + x3,y1 + ¥2| = [ax; + axy, ay; + ay,]| = alxq, yi]+alx,, y,]

A
6) veV (a+p)yv =av+ v (rozdzielnosé mnozenia przez wektor wzg. dodawania)
a,f EK

Przykfad: [x, y] € R?
(a+ B)x,y] = [ax+pxay+Py] = [(a + B)x (a + By]=laxay]|+[Bx, fy]=al|xy|+L(x, y]



A\

7) veVlV a(fv) = (af)v (zgodnos¢ mnozenia przez skalar z mnozeniem skalaréw)
a,f €K

Przyktad: [x,y] € R?
a (Blx,y]) = alBx, By] = [afx, aBy] = aBx,y]

lv=v (1 to element neutralny w ciele K)

% A

8) leKvevV

Przykfad: [x, y] € R?
1[x,y] = [1x,1y] = [x, y]



Przestrzen wektorowa

n-wymiarowa przestrzen wektorowa (V, +,R,-) = V to przestrzen liniowa, ktéra posiada
uktad n liniowo niezaleznych generatorow e; ey, ..., e, € V zwany baza

{31, €2, ---»en} = {ei}ien
woweczas przestrzen wektorowa V oznaczamy nastepujgco:
V =lckley ey, ..., en} = lck{€4,€,, ..., €,)
Liczbe elementéw bazy nazywamy wymiarem przestrzeni V i oznaczamy: dim V = n.

Uktad wektorow vy vy, ..., v, € V (elementdw przestrzeni wektorowej), n = 2, jest liniowo niezalezny
jezelidla cq, ¢y, ..., ¢, € K ze zwigzku )i, c;v; =0 wynika, ze: ¢y =c, ==¢, =0



lloczyn skalarny

lloczyn skalarny na przestrzeni liniowej (V, 4+, R,:) to odwzorowanie

(x| *):V xV 3 (4,B) » (4|B) € R,

spetniajgce dla dowolnego a € R oraz/f § CEVn nastepujgce warunki:
(4|B) = (B|A), («d|B) = a(B|4),
(4 + BIE) = (A1€) + (BIE), (AlA) e RS,
(AlAy=0= A=,

gdzie (iloczyn kartezjanski zbiorow I/; iV, ): V; X 1, dif {(ff, §) |/T eViA B € Vz}



loczyn skalarny w rzeczywiste;
orzestrzeni kartezjanskiej

Rzeczywista przestrzen kartezjanska 3 - wymiarowa

k .
R3 = leg{l, ], k}
j A-B= |Z| |§| cos <(Z, l_?))
i> Z:AEA EA:% |8A|:1

A B =(A+Ayj+A, k) (Bi+B,j+B,k) = (AyB, + A,B, + A,B,) ER
A-A= (A T+ AT+ 4,%) - (AT + A+ A4%) = (A)% + (4,)" + (4,)2 = A2 € R

L def .
A-A=48,-4é, = A%, -8, = A2(1-1COSO)=A2—>A=\/(Ax)2+(Ay)2+(AZ)2



Baza ortogonalna i ortonormalna

Baza {e;};c5 jest:

ortogonalna gdy: ¢€; - E’j = (ei|ej) =Ci0;;¢; #0;i,jEN

ortonormalnagdy: e; - €; = (e,-|e]-) =0 LJEN

Delta Kroneckera:




Przedstawienia wektora

Przyktad: R? = lep{T, ]}

Geometryczne przedstawienie wektora Algebraiczne przedstawienie wektora

A+B

.-
.-
.-
.-
.-

_______ A=[AnA,)], B=I[ByB]

.-
.-
.-
-

A+B =[Ac+B,A, +B,)]

P ad = |aA,, aAy]




Przedstawienia wektora

Przyktad: R3 = lep{Lj, k}

Jak z jednej ukosnej strzatki zrobic trzy tatwe?
Trzy wzajemnie prostopadte wektory

jednostkowe definiujg ortonormalng baze
kartezjanskiego uktadu wspotrzednych w
przestrzeni tréjwymiarowej. Od kolejnosci
podpisywania osi zalezy orientacja uktadu
wspotrzednych. Uktad przedstawiony na
rysunku jest uktadem prawoskretnym.

Wektor w przestrzeni trojwymiarowej
y jest sumg swoich sktadowych.

X TresSci dostepne za darmo na:
https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkoét-wyzszych-tom-1/pages/2-2-uklady-wspolrzednych-i-skladowe-wektora



https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/1-wstep

Interpretacja geometryczna iloczynu
skalarnego wektorow w R3

A-B= |Z||l_3>|cos<x(z, l_§)

4] = 4

A-B= ABcos¢@

x = Bcosg



Wybrane zastosowania iloczynu
skalarnego: praca sity

Praca W sity F na drodze F

W=F. Ar = |F||E:| cosq(i'), E:) /
> >

Ar = |E‘)|é’,, = Are,

<I(13>' ) Ej) =@
Kiedy praca sity jest rowna zeru?



Praca statej sity

Jesli pchasz ukosnie — jaka czes¢ sity naprawde dziata w kierunku ruchu?

W = Fd cos 6


https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/1-wstep

Wybrane zastosowania iloczynu
skalarnego: praca sity zaleznej od x

W = J F(x)dx dW =F - d7




Wybrane zastosowania iloczynu
skalarnego: fala harmoniczna ptaska

s(r,t) = Acos(wt —k-TF+ (po)

czoto fali

-
-
-
-
-
-

rad

Iy 2T ; . SN T .
w — czestos$¢ kotowa, [w] = — W= okresla, jak szybko zmienia sie faza w czasie.

rad

k - wektor falowy, [E] = |E| = 2711 - okresla, jak szybko zmienia sie faza w przestrzeni.

—
A —dtugosé fali, [A] = m - okre$la, jaka odlegtosé trzeba przebyé w przestrzeni,
aby faza zmienita sie o petny cykl 2.

7 - wektor wodzacy punktu drgajacego

Qo - faza poczqtkowa X - rzut na k|erunek ek
k- 77')1' = kx

Wszystkie punkty tej powierzchni maja to samo x, wiec majg te samg faze!




Wybrane zastosowania iloczynu
skalarnego: fala harmoniczna ptaska

s(¥,t) = Acos(wt — k-7+ ®o)

lloczyn skalarny zachowuje tylko sktadowa potozenia wzdtuz ¢!
Jesli przesuwasz sie prostopadle do k, faza fali sie nie zmienia!
Dla dwéch punktéw jednej powierzchni falowej: k - (7', — 71) = 0

Powierzchnie falowe (powierzchnie statej fazy) sg ptaszczyznami

re— " prostopadiymi do k — stad , fala ptaska”.




Maclerze

Macierz A o rozmiarze m X n (mwierszy, n kolumn):

ain 0 Qan
: P =4, 1<i<ml1<j<n

laij],., = [

mi " QAmn

Mnozenie macierzy przez liczbe a € K:

a aall 000 aaln
de .
a f :
a aaml °° aamn
Dodawanie macierzy:
aq A1n bi1  bin Ao a1+ b1 0 ayn thiy
: N [ : : :
am1 Amn bml bmn Am1 + bml t Amn + bmn




Mnozenie macierzy

Mnozy¢ mozna wytgcznie macierze, z ktérych pierwsza ma tyle kolumn, co druga wierszy.

C=A‘B
m
Cij = z ai,rbr,j
r=1
i=1,..,n j=1,..,p

m — ilos¢ kolumn w macierzy A réwna ilosci wierszy w macierzy B
n — ilos¢ wierszy w macierzy A

p —ilos¢ kolumn w macierzy B



Wyznacznik macierzy kwadratowe]

= z €kiky,...kn Wk, A2k, - Ank,
kqi,kp,...kn

Suma rozcigga sie na wszystkie mozliwe permutacje liczb 1,2, ...

|1 gdy permutacja k, k ... k,, jest parzysta
€= —1, gdy permutacja k,k, ... k,, jest nieparzysta



Wyznacznik macierzy kwadratowe]
stopnia 3

SRR | 2T BRI



Reprezentacja macierzowa wektorow

Baza kanoniczna w R3:

1 0] . [0
0 0 1

:r>:r>

—[Ax A, A;]

.’L

By
B,| =
B,

(AlB) =14 4, A

= Ay By + A,B, + A,B,




Przestrzen zorientowana

Przestrzen z zadanym uktadem wspotrzednych jest zorientowana!

{
l

v
Y

-

U J

Uktad zorientowany w prawo Uktad zorientowany w lewo



lloczyn wektorowy w rzeczywistej
orzestrzeni kartezjanskiej (R3)

A=AJ+Aj+Ak=[A,A)A,] =46, B=Bég

—

C=Cé.=AxB=1A,B,—A,B,) +j(A,B, — A,B,) + k(A,B, — A,B,)

C = |Ax B| = AB sin<(4, B) ),

Tresci dostepne za darmo na:
https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkot-wyzszych-tom-1/pages/2-2-uklady-wspolrzednych-i-skladowe-wektora



https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/1-wstep

Wtasnosci lloczynu wektorowego (R3)

Wektor C jest wektorem normalnym do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory Ai E), 0 zwrocie
takim, ze trojka (A, B,A X B) ma orientacje zgodng z orientacjg przestrzeni.

Witasnosci iloczynu wektorowego dla dowolnych X, l_f,Z') eElViceR:
AxXxB=-BxA
Cx(A+B)=CxA+CxB
(cA)xB=c(AxB), AXxB=0<AI|B



Wybrane zastosowania iloczynu
wektorowego: moment sity wzg. punktu




Momenty sity w jezdzie na rowerze

Pedatowanie: moment sity zwieksza moment pedu korby i napedza uktad.

Ten sam moment sity moze zwieksza¢ wartos¢ momentu pedu albo Moment sity jest odpowiednikiem sity w ruchu obrotowym
zmieniac jego kierunek. — opisuje zdolnos¢ sity do wywotania lub zmiany obrotu
ciata.

/
”m g !MA-V,’AN-\V
(57 ! !

|

Przy stojacym rowerze moment ciezaru buduje moment Rower jadacy: moment sity moze przede wszystkim obracaé
pedu przewracania. kierunek juz istniejgcego wektora momentu pedu kota.




Wybrane zastosowania iloczynu
wektorowego: moment pedu

p - ped, ¥ - predkos¢ liniowa

Tresci dostepne za darmo na
https://openstax.org/books/f
izyka-dla-szkét-wyzszych-tom-
1/pages/11-4-precesja-
zyroskopu

y

Sita zmienia ped w ruchu postepowym F =

i I —  dL
a moment sity zmienia rément pedu w ruchu obrotowym M = TS

dp
dt’




Interpretacja geometryczna iloczynu
wektorowego

Modut iloczynu wektorowego A X B jest rowny polu réwnolegtoboku

o bokach zadanych przez Wektory/T i B oraz katach Q@ = <£(/T, §) i0=nm—:
A
\

( \

—_—

— B sing




nterpretacja geometryczna iloczynu
mieszanego: objetos¢ rownolegtoscianu

- -

C-(AxB)=A4-(BxC)=

|C - (Ax B)| = CiA;B; + C,A3B, + C3A,By — C3A;,B; — C1A3B, — C,A{B; =

B

(€ x 4)

V=|(CxA)-B]

(i G G
Ay Ay Az
By B; Bj




Przyktady

Zad. 1.

Wyprowadz rownanie na iloczyn skalarny A-B= AyB, + AyB, + A,B, dwoch wektorow /T,
B e R3, wyrazonych za pomocg wektoréw jednostkowych.

Zad. 2.

Wyprowadz rownanie na iloczyn wektorowy AXB = T(AyBZ — AZBy) +j(A,B, — A,B,) +
k(AxBy — AyBx) dwodch wektorow /T, B e R3, wyrazonych za pomoca wektoréw
jednostkowych.

Zad.3.

Znalez¢ sktadowg i wektor sktadowy wektora A = =27+ k wzdtuz wektora B = j+ k.
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