
Zasady zachowania energii i 
pędu. Zderzenia.
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Gradient

Gradient wielkości skalarnej oznacza spadek 

lub narastanie tej wielkości w określonym 

kierunku!

𝛻𝑓 = Ԧ𝒊
𝝏𝒇

𝝏𝒙
+ Ԧ𝒋

𝝏𝒇

𝝏𝒚
+ 𝒌

𝝏𝒇

𝝏𝒛

𝒅𝒇 = 𝒈𝒓𝒂𝒅𝒇 ∙ 𝒅𝒓
𝛻𝑓 = Ԧ𝒋

𝝏𝒇

𝝏𝒚

Ԧ𝑖

Ԧ𝑗



Dywergencja – przestrzenna gęstość 
strumienia pola wektorowego

Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥 𝑥, 𝑦, 𝑧 Ԧ𝑖 + 𝐴𝑦 𝑥, 𝑦, 𝑧 Ԧ𝑗 +

𝐴𝑧 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑘

𝒅𝒊𝒗𝑨 = 𝛁 ∙ 𝑨 =
𝝏𝑨𝒙

𝝏𝒙
+

𝝏𝑨𝒚

𝝏𝒚
+

𝝏𝑨𝒛

𝝏𝒛

𝝏𝑨𝒙

𝝏𝒙
𝒅𝒙 = 𝑨𝒙 𝒙 + 𝒅𝒙 − 𝑨𝒙(𝒙)

𝝏𝑨𝒚

𝝏𝒚
𝒅𝐲 = 𝑨𝒚 𝒚 + 𝒅𝒚 − 𝑨𝒚(𝒚)

𝝏𝑨𝒛

𝝏𝒛
𝒅𝐳 = 𝑨𝒛 𝒛 + 𝒅𝒛 − 𝑨𝒛(𝒛)

Elementarny strumień 𝑑Φ𝑦 z powierzchni prostopadłej do osi y:

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑑Φ𝑦 = 𝑨𝒚 𝒚 + 𝒅𝒚 − 𝑨𝒚(𝒚) 𝑑𝑧𝑑𝑥 =
𝝏𝑨𝒚

𝝏𝒚
𝒅𝒙𝒅𝐲𝐝𝐳 =

𝝏𝑨𝒚

𝝏𝒚
𝒅𝑽

Całkowity elementarny strumień 𝑑Φ wynosi:

𝒅𝚽 = 𝒅𝜱𝒙 + 𝒅𝜱𝒚 + 𝒅𝜱𝒛 = 𝒅𝒊𝒗𝑨𝒅𝑽

𝒅𝒊𝒗𝑨 = 𝒍𝒊𝒎
∆𝑽→𝟎

𝟏

𝜟𝑽
𝒅𝜱

∆𝑆

∆𝑆 𝑑𝑧

𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑥
y

z

𝐴𝑦 𝑦 𝐴𝑦 𝑦 + 𝑑𝑦



Dywergencja - zastosowania
Dywergencja indukcji pola elektrycznego:

𝑑𝑖𝑣 𝐷 ≠ 0

Pola bezźródłowe:

Dywergencja indukcji pola magnetycznego:

𝑑𝑖𝑣 𝐵 = 0

+



Rotacja wektora

Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥 𝑥, 𝑦, 𝑧 Ԧ𝑖 + 𝐴𝑦 𝑥, 𝑦, 𝑧 Ԧ𝑗 + 𝐴𝑧 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑘

𝒓𝒐𝒕𝑨 = 𝛁 × 𝑨 =
𝝏𝑨𝒛

𝝏𝒚
−

𝝏𝑨𝒚

𝝏𝒛
Ԧ𝒊 +

𝝏𝑨𝒙

𝝏𝒛
−

𝝏𝑨𝒛

𝝏𝒙
Ԧ𝒋 +

𝝏𝑨𝒚

𝝏𝒙
−

𝝏𝑨𝒙

𝝏𝒚
𝒌 ≡

≡

Ԧ𝒊 Ԧ𝒋 𝒌
𝝏

𝝏𝒙

𝝏

𝝏𝒚

𝝏

𝝏𝒛

𝑨𝒙 𝑨𝒚 𝑨𝒛



Rotacja wektora
Całkowita elementarna c𝐲𝐫𝐤𝐮𝐥𝐚𝐜𝐣𝐚 𝑑Ο wynosi:

𝑑Ο =  Ԧ𝐴 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟 = 𝑑Ο𝑥 + 𝑑Ο𝑦 + 𝑑Ο𝑧

Elementarna cyrkulacja 𝑑Ο𝑧 w płaszczyźnie 
prostopadłej do osi z

𝑑Ο𝑧 =
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑Ο𝑥 =
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑑Ο𝑦 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑑Ο =
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
𝑑𝑦𝑑𝑧 +

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑧𝑑𝑥 +

+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝒅𝜪 = 𝒓𝒐𝒕𝑨
𝒙

𝒅𝑺𝒛 + 𝒓𝒐𝒕𝑨
𝒚

𝒅𝑺𝒚 + 𝒓𝒐𝒕𝑨
𝒛
𝒅𝑺𝒛

𝒓𝒐𝒕𝑨
𝒏

= 𝒍𝒊𝒎
∆𝑺→𝟎

𝟏

𝜟𝑺
𝒅𝜪𝒏

𝑧

𝐴𝑦 𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝐴𝑦 𝑥 + 𝑑𝑥

𝑥
𝑦

𝐴𝑥 𝑦 + 𝑑𝑦 = 𝐴𝑥 𝑦 +
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝑦

𝑑 Ԧ𝑆𝑧



Energia potencjalna
𝑭 = 𝑭 𝒓, ሶ𝒓, 𝒕

Pole sił zależnych od położenia: 𝑭 = 𝑭 𝒓

Jednorodne pole sił występuje, gdy siły są stałe co do 
wartości i kierunku we wszystkich punktach pola np. pole 

grawitacyjne w pobliżu Ziemi.

Praca siły pola:

𝑊 = න Ԧ𝐹 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟 = න 𝐹𝑥𝑑𝑥 + 𝐹𝑦𝑑𝑦 + 𝐹𝑧𝑑𝑧

Siła potencjalna zachowawcza: 𝑭 = 𝑭 𝒓 = −𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑽 𝒓

Pole siły potencjalnej zachowawczej jest bezwirowe: 

𝒓𝒐𝒕𝑭 = 𝟎

Praca potencjalnej zachowawczej siły pola:

𝑊𝐴𝐵 = න

𝐴𝐵

Ԧ𝐹 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟 = − න

𝐴𝐵

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑑𝑧

𝑊𝐴𝐵 = − න

𝑉𝐴

𝑉𝐵

𝑑𝑉 = 𝑉𝐴 − 𝑉𝐵

Praca siły potencjalnej zachowawczej nie zależy od 
drogi wzdłuż której jest wykonywana, ale tylko od 
położenia jej punktu początkowego i końcowego.

Energia potencjalna: 𝑽 𝒓 ≡ 𝑬𝒑



Zasada równoważności pracy i energii 
kinetycznej

𝑚
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
∙ Ԧ𝑣 = Ԧ𝐹𝑤 ∙ Ԧ𝑣

𝑑

𝑑𝑡

𝑚𝑣2

2
= Ԧ𝐹𝑤 ∙

𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡

න
𝑡𝐴

𝑡𝐵 𝑑

𝑑𝑡

𝑚𝑣2

2
𝑑𝑡 = න

𝐴𝐵

Ԧ𝐹𝑤 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟

𝑚𝑣2
2

2
−

𝑚𝑣1
2

2
= න

𝐴𝐵

Ԧ𝐹𝑤 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟

Energia kinetyczna 𝑬𝒌 punktu materialnego o 
masie 𝒎 poruszającego się z prędkością 𝒗:

𝑬𝒌 =
𝒎𝒗𝟐

𝟐

𝐸𝑘2 − 𝐸𝑘1 = praca siły Ԧ𝐹𝑤

𝐸𝑘2 − 𝐸𝑘1 = 𝑊

Zmiana energii kinetycznej punktu materialnego 
w skończonym przedziale czasu równa się pracy 

wykonanej w tym samym czasie przez siłę 
wypadkową Ԧ𝐹𝑤. 



Zasada zachowania energii
Praca wykonana przez wypadkową siłę Ԧ𝐹𝑤:

𝑨𝑩
𝑭𝒘 ∙ 𝒅𝒓

Pole siły potencjalnej zachowawczej: 

𝑭 𝒓 = −𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑽 𝒓

𝑬𝒌𝟐 − 𝑬𝒌𝟏 = − 𝑨𝑩
𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑽 𝒓 ∙ 𝒅𝒓

𝑬𝒌𝟐 − 𝑬𝒌𝟏 = − න

𝑽𝟏

𝑽𝟐

𝒅𝑽

𝑬𝒌𝟐 − 𝑬𝒌𝟏 = 𝑽𝟏 − 𝑽𝟐

𝑬𝒌𝟐 + 𝑽𝟐 = 𝑬𝒌𝟏 + 𝑽𝟏



Zasada zachowania pędu
Pęd 𝒑 punktu materialnego poruszającego się 

prędkością Ԧ𝑣: 

𝒑 = 𝒎𝒗

Drugie prawo Newtona dla punktu materialnego, 
na które działają siły o wypadkowej Ԧ𝐹𝑤:

𝑭𝒘 = ሶ𝒑 =
𝒅

𝒅𝒕
𝒎𝒗

Popęd 𝒕𝟏

𝒕𝟐 𝑭𝒅𝒕 sił działających na punkt materialny 

w przedziale czasu ∆𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1:

𝒕𝟏

𝒕𝟐 𝑭𝒅𝒕 = 𝒎∆𝒗

Gdy na punkt materialny nie działają żadne siły 
𝑭𝒘 = 𝟎 (𝐩𝐨𝐩ę𝐝 𝐣𝐞𝐬𝐭 𝐫ó𝐰𝐧𝐲 𝟎):

𝒅

𝒅𝒕
𝒎𝒗 = 𝟎

𝒑 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕.

Prawo zachowania pędu jest konsekwencją 
jednorodności przestrzeni.



Zasada zachowania pędu
Spoczywający względem podłoża wózek z armatą wystrzeliwującą pocisk

Iloczyn masy i wartości wektora prędkości dla wózka z armatą jest taki sam jak dla pocisku.

Ԧ𝑣1

Ԧ𝑣2



Zderzenia
Zderzenia to pewne (relatywnie krótkie) zdarzenie, podczas którego biorące w nim udział ciała oddziałują 

na siebie siłami. 

Zderzenia nie zmieniają całkowitego pędu układu!

Ze względu na geometrię zjawiska zderzenia dzielimy na centralne i niecentralne. Zderzenie dwóch ciał jest 
centralne, jeżeli oba ciała poruszają się po tej samej prostej, zarówno przed zderzeniem, jak i po zderzeniu 
np. zderzenie kul, których prędkości skierowane są wzdłuż linii łączącej środki tych kul. Zderzenie
niecentralne ma miejsce wtedy, gdy zderzające się ze sobą ciała przed zderzeniem poruszają wzdłuż innych 
prostych niż po zderzeniu. 

Zderzenia dzielimy również na sprężyste i niesprężyste. W zderzeniach sprężystych, całkowita energia 
kinetyczna jest zachowana tzn. energia kinetyczna ciał po zderzeniu jest równa całkowitej energii 
kinetycznej ciał przed zderzeniem. W zderzeniach niesprężystych energia kinetyczna nie jest zachowana, po 
zderzeniu ciała poruszają się razem z jednakową prędkością.



Zderzenia
Zmiany pędów cząstek pod wpływem zderzenia:

𝑭𝟏 = −𝑭𝟐

Popęd siły Ԧ𝐹1: ∆𝒑𝟏 = 𝑭𝟏∆𝒕 Popęd siły Ԧ𝐹2: ∆𝒑𝟐 = 𝑭𝟐∆𝒕

∆𝑷 = ∆𝒑𝟏 + ∆𝒑𝟐 = 𝟎

Podczas zderzenia obowiązuje prawo zachowania całkowitego pędu cząstek!

𝑚2

Ԧ𝐹1
Ԧ𝐹2

𝑚1



Zderzenia niesprężyste, niecentralne dwóch kul
Obowiązuje zasada zachowania pędu:

𝑚1

𝑚2

𝒗𝟏

𝒗𝟐

𝑚1 𝑚2

𝒗

𝒑𝟐 = 𝒎𝟐𝒗𝟐

𝒑𝟏 = 𝒎𝟏𝒗𝟏

𝒑𝟏𝟐 = 𝒎𝟏 + 𝒎𝟐 𝒗



Zderzenia centralne, niesprężyste dwóch kul
Podczas zderzenia obydwa ciała odkształcają 

się trwale:
Zasada zachowania pędu:

𝒎𝟏𝒗𝟏 + 𝒎𝟐𝒗𝟐 = 𝒎𝟏 + 𝒎𝟐 𝒗

𝒎𝟏𝒗𝟏 − 𝒎𝟏𝒗
𝐬𝐭𝐫𝐚𝐭𝐚 𝐩ę𝐝𝐮 𝐜𝐢𝐚ł𝐚 𝟏

= 𝒎𝟐𝒗 − 𝒎𝟐𝒗𝟐

𝐳𝐲𝐬𝐤 𝐩ę𝐝𝐮 𝐜𝐢𝐚ł𝐚 𝟐

𝒗 =
𝒎𝟏𝒗𝟏+𝒎𝟐𝒗𝟐

𝒎𝟏+𝒎𝟐

Ԧ𝑣1 Ԧ𝑣2

Ԧ𝑣

𝑚1 𝑚2

𝑚1 𝑚2



Zderzenia, centralne, sprężyste dwóch kul
Podczas zderzeń sprężystych kule odkształcają 

się i bardzo szybko powracają do swoich 
pierwotnych postaci.

Gdy 𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚:

Ԧ𝑣1 Ԧ𝑣2

Ԧ𝑣

𝑚1 𝑚2

𝑚1 𝑚2

𝑚1 𝑚2

Ԧ𝑣
𝑚1 𝑚2

Ԧ𝑣
𝑚1 𝑚2

Ԧ𝑣1
′ Ԧ𝑣2

′

𝑚 𝑚

Ԧ𝑣1
′ = Ԧ𝑣2

Ԧ𝑣2
′ = Ԧ𝑣1



Zderzenia, centralne, sprężyste dwóch kul
Dla 𝒗𝟏 > 𝒗𝟐:

pęd kuli o masie 𝑚2 po zderzeniu:

𝒑𝟐
′ = 𝒎𝟐𝒗𝟐

′ = 𝒎𝟐𝒗𝟐 + 𝟐 𝒎𝟐𝒗 − 𝒎𝟐𝒗𝟐

𝒗𝟐
′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟐

pęd kuli o masie 𝑚1 po zderzeniu:

𝒑𝟏
′ = 𝒎𝟏𝒗𝟏

′ = 𝒎𝟏𝒗𝟏 − 𝟐 𝒎𝟏𝒗𝟏 − 𝒎𝟏𝒗

𝒗𝟏
′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟏

Dla 𝒎𝟏 = 𝒎𝟐:

𝒗 =
𝒗𝟏+𝒗𝟐

𝟐

𝒗𝟏
′ = 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 − 𝒗𝟏 = 𝒗𝟐

𝒗𝟐
′ = 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 − 𝒗𝟐 = 𝒗𝟏



Wymiana prędkości
Dla 𝒎𝟏 = 𝒎𝟐, 𝒗𝟐 = 𝟎:     𝒗 =

𝒗𝟏

𝟐

𝒗𝟏
′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟏 = 𝟎 𝒗𝟐

′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 = 𝒗𝟏

Kula uderzona przejmuje prędkość kuli 
uderzającej!



Zderzenie sprężyste kuli ze ścianą
Kula pada z prędkością 𝑣1 prostopadle na 
ścianę pozostającą w spoczynku (𝑣2 = 0)

𝐥𝐢𝐦
𝒎𝟐→∞

𝒗 = 𝒍𝒊𝒎
𝒎𝟐→∞

𝒎𝟏𝒗𝟏+𝒎𝟐𝒗𝟐

𝒎𝟏+𝒎𝟐
=

= 𝒍𝒊𝒎
𝒎𝟐→∞

𝒎𝟏
𝒎𝟐

𝒗𝟏+𝒗𝟐

𝒎𝟏
𝒎𝟐

+𝟏
= 𝒗𝟐 = 𝟎

𝒗𝟏
′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟏 = −𝒗𝟏 𝒗𝟐

′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 = 𝟎

Kula pada na sprężystą ścianę pod dowolnym 
kątem 𝛼 (tarcie pomijamy)

Ԧ𝑣𝑠 = Ԧ𝑣𝑠
′ Ԧ𝑣𝑛

′ = − Ԧ𝑣𝑛

𝛼 𝛼

Ԧ𝑣

Ԧ𝑣𝑠

Ԧ𝑣𝑛

Ԧ𝑣𝑛
′ Ԧ𝑣′



Zderzenia, niecentralne, sprężyste dwóch kul
Siły działające na skutek deformacji kul mają 

kierunek normalnej do powierzchni kul w 
punkcie styczności.  Zmianie ulegają tylko 

składowe normalne prędkości obu kul 

(jak w zderzeniu centralnym).

𝒗𝟏𝒏
′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟏𝒏 𝒗𝟐𝒏

′ = 𝟐𝒗 − 𝒗𝟐𝒏

𝒗 =
𝒎𝟏𝒗𝟏𝒏 + 𝒎𝟐𝒗𝟐𝒏

𝒎𝟏 + 𝒎𝟐

Jeżeli założymy, że tarcie pomiędzy kulami nie 
istnieje to składowe styczne prędkości nie 

ulegają zmianie.

Prędkości po zderzeniu:

𝒗𝟏
′ = 𝒗𝟏𝒔 + 𝒗𝟏𝒏

′ 𝒗𝟐
′ = 𝒗𝟐𝒔 + 𝒗𝟐𝒏

′

Gdy 𝒗𝟐 = 𝟎 oraz 𝒎𝟏 = 𝒎𝟐 (billard):

𝒗 =
𝒗𝟏𝒏

𝟐
𝒗𝟏𝒏

′ = 𝟎 𝒗𝟐𝒏
′ = 𝒗𝟏𝒏

𝒗𝟏
′ = 𝒗𝟏𝒔 𝒗𝟐

′ = 𝒗𝟏𝒏

𝑚1

𝑚2

Ԧ𝑣1𝑛

Ԧ𝑣1

Ԧ𝑣1𝑠
Ԧ𝑣2𝑠

Ԧ𝑣2𝑛

Ԧ𝑣2



Przykłady
Zad. 1.

Równania ruchu cząstki o masie 𝑚 dane są następująco: 𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑦 = 𝐵𝑐𝑜𝑠𝜑, (𝜑 = 𝜔𝑡, 𝜔 =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ; 𝐴, 𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ). Wyznaczyć prędkość, energię kinetyczną, siłę działającą na cząstkę, 
pracę wykonaną przez tę siłę pomiędzy punktami  𝑥 = 𝐴, 𝑦 = 0 𝑖 (𝑥 = 0, 𝑦 = 𝐵) i energię 
potencjalną cząstki.

Zad. 2.

Wyznaczyć prędkość pocisku o masie 𝑚1 przy użyciu wahadła balistycznego (masywne ciało o 
masie 𝑚2 zawieszone na pręcie) wiedząc, że wysokość na jaką wzniesie się układ 
„pocisk+wahadło” wynosi ℎ.

Zad. 3.

Kula bilardowa uderza w taką samą kulę będącą w spoczynku. Wyznaczyć kąt między kierunkami 
ruchu kul po zderzeniu.
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