Uktady punktow materialnych.
Bryta sztywna
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Punkt materialny

Punkt materialny to inaczej masa punktowa (ciato fizyczne o pewnej masie
majace nieskoriczenie mate rozmiary) czyli przyblizenie, ktore stosuje sie w
sytuacjach, w ktorych rozmiary ciata sg znacznie mniejsze od rozmiarow innych
elementow badanego uktadu oraz gdy rozmiary i ksztatt ciata nie majg znaczenia
W rozpatrywanym zagadnieniu — przyjmuje sie wowczas, ze cata masa skupiona
jest w punkcie zwanym

srodkiem masy

badanego uktadu.



Uktad punktow materialnych

Zbior punktow materialnych, w ktorym potozenie  Uktad punktow nieswobodnych jest ograniczony
kazdego punktu zalezy od potozenia pozostatych natozonymi na punkty uktadu wiezami.
punktéw nazywa sie uktadem punktéow
materialnych.

Bryta sztywna to ukfad punktow materialnych,
ktorych wzajemne odlegtosci nie mogg ulec
Uktad n punktéw materialnych posiada 3n zmianie (rozciggty rozktad masy). Bryta sztywna
niezaleznych zmiennych potrzebnych do posiada 6 stopni swobody.
jednoznacznego opisania stanu uktadu zwanych
stopniami swobody (3 stopnie swobody na kazdy

DL ULEEIL, W ukfadzie n punktow materialnych dziatajg sity

pochodzgce od wzajemnych oddziatywan
punktéw uktadu zwane sitami wewnetrznymi
Uktad punktdw swobodnych nie jest ograniczony F{‘foraz sity zewnetrzne f"f, (i=123..,n).
zadnymi wiezami. ¢



Moment pedu

Moment pedu TO wzgledem punktu O:
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/asada zachowania momentu pedu

Ruch punktu materialnego pod dziataniem sity F:
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Moment pedu TO i moment sity MO okreslone s3
wzgledem wspolnego punktu 0.
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Dynamika uktadu punktow materialnych

Ruch ukfadu n punktow materialnych zalgzy od sit Suma geometryczna wszystkich sit wewngtrznych F; ”;’

zewnetrznych FZ i wewnetrznych F oraz ich momentow wzgledem dowolnego punktu
wynosi 0:
Fyj= -

i=1j=1

n n
>3 r -0
i=1j=1

7; — promien punktu o masie m; o poczatku w
biegunie 0.



Dynamika uktadu punktdéw materialnych. Srodek masy

Punkt okreslony wektorem wodzgcym: Dynamike i — tego punktu materialnego opisuje

rownanie:

dZ
nazywa sie srodklem masy uktadu (SM) L ) = Fz z Fw
n punktdéw materialnych. dt? (my7y) it _ Y
_1¢n _1sn J=1
X =~ Li=1MiXiy,  Y¢ = Li=1MiYi Suma n réwnan:
— 1 n
Zc = — i=1MyZ; n d2 n . n n .
D qmi =) Fi+) ) Fy
i=1 i=1 i=1j=1

Dla rozktadu ciggtego masy:

o =-[Tdm



Ruch srodka masy

Zaktadamy, ze masy uktadu punktdéw sg state:

Sity wewnetrzne F nie maja wptywu na ruch
srodka masy!

Ruch srodka masy nie zalezy od punktu
przytozenia sit zewnetrznych!

Srodek masy uktadu punktow materialnych
porusza sie tak jakby skupiona w nim byta
cata masa uktadu i stanowit on punkt

przytozenia kazdej sity zewnetrznej FZ

Jezeli suma geometryczna sit zewnetrznych F f
dziatajgcych na uktad punktow materialnych
wynosi zero to jego srodek masy nie zmienia

swojej predkosci.




/asada zachowania pedu uktadu
ounktow materialnych

Wiasnosci mechaniczne odosobnionego
ukfadu nie ulegaja zmianie przy dowolnym

74 . . . . dﬁ)
rownolegtym jego przesunieciu w przestrzeni. i 0
L
— n — n bl 4 g —
P=)i-1miv; = 2i=ym; dt P = mv; = const.

- d oK d , - ., dic Y\.p; P
P=—-Y r re) = — ¢ _ Zi=aPi _ =
dt l—1ml i (m C) mvC vC dt m m
dP = _Wn Z _ pz Ped sSrodka mas ﬁ to catkowit d uktadu!
— =mdc =YL F{=F & Y Y P&




Moment bezwtadnosci

Moment bezwtadnosci petni analogiczng role w
dynamice ruchu obrotowego ciata jak masa w
dynamice ruchu postepowego!

1 2
X Ek = EU dm =
Moment bezwtadnosci wzgledem punktu =—w? ridm
: . jednostkowy
1) dla ciggtego rozktadu masy (np. bryty sztywnej): wktad
do momen?u.
| = frzdm — f(xz + y2 + ZZ) dm bezzggcdzr;osa

2) dla uktadu n punktéw:

_ n 2
I'=Yi_1mm;




Moment bezwtadnosci

Moment bezwtadnosci wzgledem osi

Moment bezwtadnosci wzgledem ptaszczyzny

1) dla ciggtego rozktadu masy: 1) dla ciggtego rozktadu masy:

I, = [(y? + z%)dm
I, = [(x* 4+ z*)dm

I, = [(x* + y?)dm

2) dla uktadu n punktéw :

I, = 7iﬂL=1T.ni(yi2 +Zi2)

L, = [ x*dm
L, = [ y*dm

I,, = [ z%dm

2) dla uktadu n punktéw :

— \'n 2
Ixx_ i=1 MiX;

Ly = Lyy+l;;, Iy = Lytlyy, I; = Lty



Moment bezwtadnosci — Twierdzenie
Steinera

0XYZ - uktad wsﬁzgézdonych o $rodku w L. = j 2 dm — f (em - P, =
CX'Y'Z" - uktad I\;\lzlsl?lc{’)c{ir:%g/lnych o Srodku w = x.2 [dm + 2x¢ [ x'dm + [ x>dm
XX YNy z\z I, = Ix,,::— mx>
x=xc+x'
); zjzlg -I-I:;]’, Iy = Lex + Ly = Loy + MXG + Ly +myc

— 2 2
I, =1, +m ExC +yC2
odlegto$é d
0Si I, od 0S1 I




Moment pedu ukfadu n punktow
materialnych

Moment pedu uktadu n punktéw materialnych ZO =Yt mi[lo@;-7) -7 i @)
wzgledem nieruchomego punktu O: —0dlatla
Lo = Yi 1 Ty X mv;
Dla uktadu punktéw materialnych ZO =Wy, mirlz = Ilw
poruszajacych sie z predkoscig katowa w: D
Ly = Yio miTi X @ X Ty

dzo _ = . E
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/derzenia — wahadto balistyczne

(uzywajac pojecia momentu bezwtadnosci)

Liczba
dodatkowych
cigzarkow

Zderzenie
dosk. niesprezyste

erzenie

n

a

Vo
[ 1]

[]

1. Zderzenie sprezyste
Zasada zachowania momentu pedu
mvr = lw + mrv'

Zasada zachowania energii
2

lw
— = MgR(1 — cosay)

2. Zderzenie doskonale niesprezyste:

Zasada zachowania momentu pedu
mvr = (I + mr?)w

Zasada zachowania energii
(I + mr?)w?
2

=mgr(1 — cosa;) + MgR(1 — cosa;)
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Jezeli baczek sie nie
kreci, to moment sity
wzgledem punktu
podparcia O (w
rzeczywistosci punkt,
wzgledem ktore 0
liczymy moment sit, nie
ma znaczenia, gdyz na
ciato dziata para sif)
powoduje jego
przewrocenie.

(b)

Jezeli baczek obraca sie
wokot swojej osi 00/,
to nie przewraca sig,

ale porusza sig ruchem

precesyjnym wokot
osi zz .

<V

Moment sit r x mg
wzgledem poczatku uktadu

(@)

Precesja osi
obrotu

=7 /Szybki obrét czesci

szczytowe] wokot
0si 00’

(b)

<Y

enstax.org/books/fizyka-dla-szkét-wyzszych-tom-1/pages/11-4-precesja-zyroskopu




Wypadkowa sit dziatajgca na
srodek ciezkosci wytwarza
moment sit M w kierunku
prostopadtym do wektora

momentu pedu L. Wartos¢ L nie
zmienia sie, ale

kierunek L podlega zmianom,
a 0$ symetrii bgczka dokonuje
precesji wokot osi z .

<Y

x Tresci dostepne za darmo na
https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkdét-wyzszych-tom-1/pages/11-4-precesja-zyroskopu
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3-0SIoWY




Wyznaczanie momentu bezwtadnosci

Zyroskopu
v
s 2r dwpg
f IW=I€=M
M =Fr F=mg—ma h=a7t2 a = er

mgr?

t* = f(h)

T ,  2I+2mr?
t? = h
h




Wyznaczanie momentu bezwtadnosci
Zyroskopu: regresja liniowa

e EXCEL: ;2 21 + 2mr? "
; _ !
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Wyznaczanie momentu bezwtadnosci
zyroskopu
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Wyznaczanie momentu bezwtadnosci
Zyroskopu: regresja liniow

t s 1]
1 m'gr’
20 / t  4m2l EL’
o S—— x
y a

16 / _
m* = 0,06 kg _../ /‘ y = ax
Excel: REGLINP

12 r
20,5 8,6 20
*
-t m* =0[3ky 23 10 1=
24 10,2 ’
16 e
27 12 *
- 31 13,8 e o "
12 [ .
37 17,4 {1 - o o ook
e L
] : . =0,03k
333 76 tisl, § - m=0,03kg
36 87 s =+-=-=-- Liniowa (m=0,06kg)
]
39,3 9,85 4 =ssvsses Liniowa (m=0,03kg|
44 10,8
48 11,5
5

1
64

> 65 14,7
m=0, =0,
0,236864 0,44646

0 10 20 30 40 50 60 70 t,[s]
I= % = 0,008506[kg * m?] = 8,506 = 103[kg * m?] r* =0,27m



/asada zachowania momentu pedu

Tresci dostepne za darmo na
https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkét-wyzszych-tom-1/pages/11-3-zasada-zachowania-momentu-pedu



https://openstax.org/books/fizyka-dla-szkół-wyższych-tom-1/pages/11-3-zasada-zachowania-momentu-pedu

Energia kinetyczna uktadu n punktow
materialnych (twierdzenie Koeniga)

n 1 n 1 n
Fi=) Ei=5) mv Ee =5 » my(c +5})? =
=1 i=1 i=1

n
1 — - - -
S ma B+ B2 + 20, - Y] =

l

Ui:ﬁc+ﬁl!/|/

n=1 n n
1 1 - -
v; - predko$¢ bezwzgledna punktu materialnego (wzgledem == v% m; + —z m; (v:” )2 + v - Z miviw
uktadu nieruchomego 0XYZ) 2 =1 2 =1 =1
= = — = _
v - predko$¢ wzgledna punktu materialnego (wzgledem m —0lg

Ingl 7y 1 N
uktadu ruchomego CX'Y'Z") — i, mirti=0
U - predko$é unoszenia SM (predko$é uktadu CX'Y'Z’

wzgledem uktadu nieruchomego 0XYZ2)

Energia kinetyczna uktadu punktow materialnych
#; - wektor wodzacy punktéw materialnych wzgledem ukladu Sktada si¢ z energii kinetycznej ruchu postepowego
CX'Y’Z i energil kinetycznej ruchu wz’gle;dnego dookota
Srodka masy!



Energia kinetyczna bryty sztywne;

Energia kinetyczna bryty sztywnej w ruchu Energia kinetyczna bryty sztywnej w ruchu
postepowym obrotowym dookota nieruchomej osi
. . 1 2 1 2, .2
W ruchu postepowym bryty sztywnej wszystkie E,; = Ev dm = Er w dm
jej punkty majg takg samg predkos¢!
E,; — energia kinetyczna elementu bryty sztywnej o masie
dm
E, = 1 12 f dm r — odlegtos¢ elementu bryty sztywnej o masie dm od osi
k obrotu
M
1 2 2
) E, = Ew redm
Ek = E MUZ

I




Energia kinetyczna bryty sztywnej w
ruchu ptaskim

W ruchu ptaskim wszystkie punkty bryty sztywnej poruszajg sie w ptaszczyznach rownolegtych do
pewnej nieruchomej ptaszczyzny zwanej ptaszczyznag kierujgcg. Ruch bryty sztywnej mozna wOwcCzas
analizowad badajac jeden wybrany jej przekrdj np. przechodzacy przez SM.

Energia kinetyczna bryty sztywnej w ruchu ptaskim ztozonym z ruchu postepowego z predkoéciag SM i
ruchu obrotowego dookota osi prostopadtej do ptaszczyzny kierujgcej i przechodzacej przez SM

1 1 1
Ek:ff(ﬁc-l_ (7 )dezzv%Jdm+§wzjr2dm+ﬁc-jﬁwdm
(1))(?:(1)7" o >
m I =0
1 1
E; =Emv%+ilw2



Dynamika ruchu postepowego bryty
sztywnej (ruch ptaski)

> _\xn pz
madc = =1 Fj
dzxc n Fz deYC_ n gz mdzzc n Fz
dtz i=1 dtZ — i=1 ly dtZ i=1
r.post.
ZC=O
~=

W ruchu postgpowym bryty sztywnej suma geometryczna momentow Mzc wszystkich sit
zewnetrznych wzgledem SM wynosi 0.

W ruchu postepowym bryty sztywnej wypadkowa wszystklch sit zewnetrznych ma kierunek
prostej przechodzacej przez jej SM!



Dvnamika ruchu ptaskiego bryty sztywnej

Bryta sztywna porusza sie ruchem ptaskim jezeli wykonuje ruch postepowy w ptaszczyznie
prostopadtej do nieruchomej osi wokot ktorej wykonuje obrot.

Najlepiej wybra¢ pfaszczyzne przechodzaca przez SM oraz o$ centralng (przechodzaca przez SM),
ruch postepowy bryty sztywnej okresla wowczas ruch SM

Dla centralnej osi obrotu pokrywajacej sie z osig Z uktadu wspoétrzednych:

dsz _
dt2

d*y
n zZ C __ n VA — n
i=1 Fix m—= = Li=1Fiy le = )i=1 M,

€ — przyspieszenie katowe bryty sztywnej wzgledem osi centralnej



Toczenie sie bez poslizgu

Ztozenie ruchu postepowego z ruchem obrotowym to toczenie sie.

—V

Toczenie sie

Ruch obrotowy




Toczenie sie kuli po rowni pochytej

|M| = Qrsina




Przyktad: ruch rozpadajgcego sie pocisku

Pocisk zostaje wystrzelony pod katem a do poziomu z predkoscig poczatkowa vy. W najwyzszym
punkcie toru pocisk rozpada sie na dwie czesci o rownych masach. Jezeli wiadomo, ze jedna czes¢
pocisku spadnie pionowo w ddot — obliczy¢ gdzie spadnie druga czes¢ pocisku?

A
gl
- - — 7
== DR m(i)+mx=2mz
1})0 s - \\
< N\
/ V4
Ruch srodka masy \\
my/ a \ x=15z
)
@ TN NN E RN N RN NN NN NS AN NS NN NEENNEEENEEENEEEEEEREEESR L 2 X
volsin2a




Przyktady

Zad. 1. Obliczy¢ moment bezwtadnosci kuli o promieniu R i gestosci materiatu p wzgledem osi
przechodzacej przez jej Srodek.

Zad. 2.0bliczy¢ predkosc ruchu postepowego v; kuli o masie m staczajacj sie z rowni pochytej o
wysokosci h, a nastepnie porownac jg z predkoscig v, kuli zsuwajacej sie z niej bez tarcia.
Obydwie predkosci wyznaczy¢ dla kuli znajdujacej sie na koncu rowni.

Zad. 3.Znalez¢ wyrazenie na moment bezwtadnosci kota Maxwella wzgledem osi przechodzgcej
przez jego srodek masy, korzystajgc z zasady zachowania energii mechanicznej. Czas opadania
wahadta z wysokosci h wynosi t.

Zad. 4.0bliczy¢, o ile wieksza jest energia kinetyczna ruchu postepowego od energii kinetycznej
ruchu obrotowego dla toczgcych sie po poziomej powierzchni, bez poslizgu: obreczy, petnego
walca i kuli.
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